NOTAS DE LA CONTRATAPA

“En 1965, un joven matematico me insistié [pressed me] para que revisara su
trabajo, ya que, segin dijo, no podia encontrar a nadie mas que él creyera capaz
de entenderlo. Puesto que tenia una buena opinion [I thought well] de lo poco
de su producciéon que habia visto antes, y como siento una gran simpatia por
aquellos que tratan de despertar interés por [gain attention for] sus nuevos
trabajos aun desconocidos, contra la fuerza abrumadora [the odds] de la
indiferencia establecida, acepté discutirlos con él. Pero a medida que se
acercaba el momento de nuestro encuentro [his arrival] me llegué a convencer
de que seria completamente incapaz [quite unable] de manejar sus escritos y su
nuevo sistema de notacion. Me llené de espanto [I was filled with dread]. Pero
cuando se presento [he came] y oi sus explicaciones encontré que podria de
nuevo retomar el paso [get into step] y seguir el hilo de su trabajo. Disfruté
inmensamente [greatly] esos pocos dias, especialmente porque su obra era
original, ademas de excelente, segin me pareci6 a mi.”
Bertrand Russell,
Autobiography

“Tengo la sospecha de que estoy resefiando la obra de un genio...Sheffer redujo
toda la logica de Boole a cinco postulados no probados. Spencer-Brown
demuestra los cinco, todos, en un par de paginas casuales. En cuanto al famoso
‘operador de Sheffer’, en si un triunfo de la simplificacion en matematicas,
Spencer-Brown tranquilamente [calmy] nos dice que ‘puede ser omitido’. Tiene
razon—como veo ahora (pero no pude ver antes). Ni habria anteriormente
considerado el teorema de Godel como algo l6gicamente trivial. Estos cambios
de opinion son el resultado de haber pasado dos dias encantadores [delightful]
en la Plaza de San Marcos inmerso en esta apretada [condensed] exposicion de
un argumento exquisitamente equilibrado [poised].”

Stafford Beer, Nature

“Estamos ante un libro elegante y fascinante, y podria ser valioso como una

introduccion a todas las formas de pensamiento matematico, aunque sera de
especial interés para los logicos.”

Books

and Bookmen

“El antiguo y primordial misterio que todavia desconcertaba [puzzled] a Ludwig

Wittgenstein, a saber, que el mundo que conocemos estd construido de tal

manera que puede verse a si mismo, lo ha resuelto G. Spencer-Brown mediante

un giro de la percepcion, de lo mas sorprendente...Su libro deberia estar en las
manos de toda la gente joven.”

Heinz von Foerster, Whole

Earth Catalog



“El mas importante libro filoséfico de Occidente desde el Tractatus de
Wittgenstein. Nadie mas ha descendido hasta las raices mismas del pensar
como lo ha hecho esta obra.”

Alan Watts
“Un tremendo logro creativo.”

J. G. Bennet



PREFACIO A LA EDICION LIMITADA DE 1994:

Ha transcurrido toda una generacion desde que Laws of Form [Las Leyes
de la Forma] se public6 en inglés por primera vez. Mientras tanto, el percatarse
[awareness] humano [de las cosas] ha cambiado, y lo que no pudo decirse
entonces, puede ser dicho ahora. En particular, me puedo referir hoy a la
falsedad de la actual [current] doctrina cientifica, lo que llamo la duplicidad
[duplicity] cientifica: que la apariencia y la realidad son de algin modo
diferentes.

Puesto que que no hay otro medio para estudiar la realidad, méas que la
apariencia, ambas son en definitiva lo mismo. Pero el cientifico no s6lo supone
que son diferentes, y que él esta ‘gradualmente descubriendo’ la una por medio
de la otra: también supone, otra vez, que el percatarse [awareness] (que
errOneamente confunde con ‘la conciencia’ [consciousness]) de la realidad-
apariencia es algo que es [también] diferente [de esta tltima]; y que el universo
podria haber ‘existido’ durante ‘billones de afios’ en medio de una total
ausencia del percatarse [total unawareness] de lo que estaba sucediendo. Esto
lo llamaré la triplicidad cientifica. De nuevo, por definicion, no puede haber
ninguna apariencia que no sea un percatarse [an awareness] de la apariencia
[appearance] y, por supuesto, ningin percatarse [awareness] que no sea una
apariencia [an appearance] del percatarse [of awareness]. Y puesto que la
escala [nominal] de lo real-irreal no puede aplicarse a la apariencia en general
(como puede hacerse, por ejemplo, para distinguir entre soldados reales y
soldados de juguete), cualquiera que sea lo que aparece, como apariencia, tiene
que ser [must be] igualmente real e irreal.

Invirtiendo [reversing] las falsas distinciones, arribamos a lo que llamo
la triple identidad, de manera destacada la identidad, por definici6n, de la
realidad [reality], la apariencia [appearance] y el percatarse [awareness]. Es
notable [remarkable] como todos los “bloques de construccion” de la existencia
aparecen com triuniones. (Comparese la asi llamada ‘divina trinidad’ de la
cristiandad, que es meramente un resumen de nuestra percepcion de como
construir la formacién de cualquier cosa que sea). Es la triunién lo que
aparentemente [apparently] proporciona [provides] el magico principio
inflatorio [inflatory] que hace que todo aparezca como si estuviera realmente
ahi [there].

La palabra ‘ahi’ [there] hace [supplies] el truco. No existe en realidad
ningtn “donde” [where] para que el ‘ahi’ [there] pueda estar o ser. Ni hay
tampoco ningin “cuando” [when]. Todos estos son [vii] construcciones de la
imaginacion, invenciones de formaciones aparentemente estables para las
apariencias aparentes [apparent appearances]. De ahi otra manera de expresar
la triple identidad: la identidad de la imaginabilidad [imaginability], la
posibilidad, y la realidad [actuality]

El universo es simplemente lo que apareceria [would appear] si pudiera.
Sus leyes son las leyes de lo posible, llamadas por Sakyamuni los enlaces [links]
de la coproduccion condicionada, llamadas por mi el calculo de las indicaciones.
Cada uno imparte [teaches] exactamente la misma ensefanza [teaching], de
qué manera lo que no es posible que pueda ser algo [what cannot possibly be
anything] viene a aparecer como si fuera algo. Puesto que hay s6lo un modo en
que esto puede suceder, la ensenanza es siempre la misma.
Desafortunadamente los seres humanos tienen una propensiéon infantil a



convertir en religiones cualquier cosa que aprenden y cuando esto ocurre la
ensenanza original se corrompe y se olvida, y tenemos que disponernos [set out]
de nuevo a redescubrirla.

Una cosa no es posible a menos [unless] que sea imaginable y nunca
podriamos confirmar que era posible a menos que apareciera en la realidad
[actuality]. Asi lo que es posible siempre se encontrard que existe, y su
existencia real [actual] (por ejemplo, el helio, carbono 60) sera descubierta poco
después [soon after] de que su posibilidad hubiera sido imaginada. Lo que
existe es formalmente construido postulando la imaginacion de un ser
hipotético que se supone que lo percibe, y seres diferentes haran surgir [will
bring about] la construccion de existencias [existences] diferentes.[1] Un ser
totalmente diferente construira una existencia completamente diferente.[2]

“Nosotros” producimos [make] una existencia separando [taking apart]
los elementos de una triple identidad. La existencia cesa cuando los ponemos
juntos de nuevo. Sakyamuni, el inico autor que evidentemente descubri6 estas
leyes, observo [remarked] en este contexto, ‘Existencia es dualidad: no-
existencia [viii] es no-dualidad’.[3]

El lado estapido de nosotros [4] [both of us] va a preguntar ahora por qué dijo
‘dualidad’ y no ‘triplicidad’. Mi propia tarea es entrenar su humanidad
(Chumano’, dicho sea de paso, significa ‘terrenal’ [earthling]) para que encuentre
sus propias respuestas, pero en esta ocasion haré lo que usted espera de mi y se
lo diré. Cualquier indicacién implica dualidad, no podemos producir una cosa
sin coproducir lo que ésta no es, y cada dualidad implica triplicidad: lo que la
cosa es, lo que ella no es, y el limite entre ambos. De este modo, como se explica
en el capitulo uno de las Leyes, usted no puede indicar nada sin definir dos
estados, y no puede definir dos estados sin crear tres elementos. Ninguno de
éstos existe realmente, o separado de los otros. En realidad, nunca hubo [there
never was], nunca podria haber [there could never be], y nunca habra nada en
absoluto [there never will be anything at all].

iVaya! Usted siempre lo supo. Ninguna otra respuesta tiene sentido.

Todo lo que yo ensefio son las consecuencias de que no haya nada [of
there being nothing]. El perenne error de los fil6sofos occidentales ha sido
suponer, sin justificaciéon alguna, que la nada no puede tener consecuencias [5].
Al contrario: no solo puede, sino que tiene que tenerlas [not only it can: it
must]. Y una de las consecuencias de que no haya nada es la inevitable
apariencia [appearance] de “todo esto” [of “all this”]. iNingin problema! [No
problem!]

Si usted desea unirse a la hermandad de mis ensefianzas para hombres y
mujeres, por favor dése a conocer y organicémosla.

[pagina ix]

Usted se asociara a una hermandad [siblinghood] llamada TARATI

Es bastante facil probar matematicamente y ver intelectualmente que en
realidad nada existe. Lo mas dificil de lograr, tras afios de falso
condicionamiento [false conditioning], es sentirlo intuitivamente y actuar de
conformidad [act upon it] de manera natural.



Mi vida personal, al igual que la suya, se encuentra tan desubicada
[misplaced] como la de todos los demas. Lo que hace notable [remarkable] mi
trabajo y el de cualquier otra persona [and anyone’s else] es que me he
identificado con el conocimiento natural no humano [natural non human
knowledge] que no viene de mi, sino de ninguna parte [nowhere], y es, al igual
que la musica de Mozart, de la naturaleza y la consecuencia de nada en absoluto
[nothing whatever].

[pagina x]
Notas al Pie de Pagina. (pagina viii)

[1] No sélo la existencia fisica, sino toda creacion esta sometida a la misma ley.
‘El arte se produce [art works] de acuerdo con un plan [with design], pero la
obra de arte debe [ought] tener la apariencia [the appearance] de no haber sido
preconcebida [of being undesigned], y debe juzgarse sobre esa base [ground]. El
arte crea representaciones [pictures] en la imaginacion, regularmente sin una
ley consciente, y deliberadamente [designedly] sin un proposito consciente. Una
obra que sea conocida y reconocida como el producto de la pura [mere]
inteligencia, nunca sera aceptada como una obra de arte, por méas perfecta que
sea su adaptacion a sus fines. Siempre [whenever] que vemos que la reflexion
consciente ha intervenido [acted] en el ordenamiento [arrangement] del todo
[whole], la encontramos pobre.” —Hemholtz, Sensations of Tone [Sensaciones
del Tono], 1877.

[2] ‘El mundo de los felices es cabalmente [altogether] diferente del mundo de
los infelices.-Wittgenstein, Tractatus, 1922.

[3] The Large Sutra [El Gran Sutra], Conze, 1975.

Notas al Pie de Pagina. (pdgina ix)

[4] Mientras mas cultiva un ser la conciencia [consciousness] a costa del
percatarse [awareness], mas estupido se vuelve. Por ejemplo, la memoria del
percatarse, que puede recuperarse mediante la hipnosis, es practicamente
perfecta, mientras [whereas] que la

memoria de la conciencia es inexacta [inaccurate] y corrupta. La civilizacion
occidental ha

promovido la conciencia y descuidado el percatarse casi hasta el punto de la mas
completa idiotez [idiocy]. Yo mismo he tenido que pasarme la mayor parte de
mi vida deshaciendo y revirtiendo [reversing] los destructivos embates
[ravages] de mi educacion unilateral [one sided], y ésta es la primera disciplina
que tengo que ensenarle. [Continua...]

Notas al Pie de Pagina. (pdgina ix) (Continuacion)

[5] La idea de que la creacién debe ser la consecuencia de ‘algo’ es esttipida
[moronic]. Ninguna cosa puede tener consecuencia alguna (Véase el Apéndice 2,



pp 127 y ss). Si originalmente hubiera algo, envenenaria [it would poison] la
totalidad del proceso creativo. S6lo la nada es suficientemente inestable para
dar origen a interminables [endless] concatenaciones de experiencias diferentes.
[6] Necesitamos recaudar dinero para construir [build] una Escuela de mis
métodos, y finalmente [eventually] establecer una cadena a escala mundial. Las
donaciones [gifts], legados y ofertas de servicios deben ser dirigidas al Profesor
G. Spencer-Brown, Presidente, The Sentinel Trust for Creative Education, 18A
Greuville Place, London NW65JH, a quien se le deben hacer consultas [inquiries]
preliminares por teléfono al namero: +44(0)71 624-2358, +44(0)836 313122, o
+49 (0) 6221 402821.




PREFACIO A LA EDICION DE 1979

[pagina xi]

Ha pasado una década desde que Laws of Form [Las Leyes de la Forma]
se publicé por primera vez el 17 de abril de 1969. Su éxito ininterrumpido ha
requerido una edicion adicional en tapa blanda[paperback].

Espero que los lectores me perdonen por reiterar que se trata [it is] de un
texto de matematicas, no de légica o filosofia, aunque tanto la l6gica como la
filosofia pueden por supuesto beneficiarse de su aplicacién. [Bertrand] Russell
habia ya abandonado su posicion logicista cuando le dio su aprobacion
[endorsed] [al libro], de lo contrario no lo habria hecho [and would not
otherwise done so].

Porque aqui se hace plenamente visible [it is fully apparent] que la 16gica
no es, y nunca ha sido, una disciplina fundamental. Junto con la gramatica y la
retorica formaba el tercer soporte [leg] del trivio [trivium], y era correctamente
considerada inferior a la aritmética que, con la geometria, la astronomia y la
musica, componian las disciplinas mas rigurosas [sterner] del cuadrivio
[quadrivium].

En el presente texto nos ocupamos [consider] de una aritmética cuya
geometria no tiene todavia medida [measure] numérica: y por asombroso que
pueda parecer, las proposiciones de la logica, ademas de las de otras
aplicaciones mas amplias y potentes [as well as those of wider and more
powerful applications], resultan ser plenamente [wholly] derivables de calculos
asi construidos.

Hasta ahora, el logro mas impresionante [most striking success], y una
medida del poder del calculo que aqui se presenta por primera vez, ha sido su
reciente aplicacion para probar el teorema de los cuatro colores del mapa.

Un mapa que puede colorearse con cuatro colores [four colorable map]
se puede expresar en la aritmética de un célculo de indicaciones de segundo
orden, usando dos demarcaciones primarias [primary marks]. En general, n
demarcaciones [marks] primarias permitirdin 2» zonas coloreadas [markings]
para las regiones, y 22-1 demarcaciones para los limites [borders].

No cabia ya ninguna duda de que la conjetura de los cuatro colores era
verdadera, desde que D. J. Spencer-Brown, empleando una version del algebra
primaria, debidamente modificada, produjo en 1961 un algoritmo efectivo para
colorear con cuatro colores cualquier mapa plano. Después de su muerte
ocurrida a destiempo en 1976, me fue imposible encontrar el algoritmo entre sus
papeles de matemaéticas. Pude, sin embargo, con alguna dificultad, reconstruir
las operaciones aritméticas en las que se basaba, y de este modo completar lo
que inesperadamente resulto6 ser la primera prueba.

El incentivo decisivo para emprender esta tarea provino de la afirmacion
[claim] hecha por Appel, Haken y Koch ese mismo afio, y a la que se dio
considerable publicidad, de haber probado la conjetura usando las viejas
técnicas. Por un tiempo se penso que tal vez lo habian logrado, pero un examen
pormenorizado de su material publicado revel6 que habian fallado [failed] en
establecer una proposicion crucial. El método que utilizaron se basaba de hecho
en el de Kempe en su famoso intento [de resolver] el problema 100 afnos atras, y
no parece posible, aun con los refinamientos modernos, hacerlo adecuado. Si un



método conduce a serias complicaciones, como éste lo hace, la historia nos
ensefa que es inapropiado.

El método apropiado habia sido ya por supuesto publicado aqui (véanse
las pp. Xxv, 99, 100). En resumen, la solucion del problema de los colores era ya
posible, y asi se dijo en su momento [and claimed at the time to be so], s6lo
usando los conceptos matematicos detallados por primera vez en este texto. No
pensé entonces, habiéndole dado el método al mundo, que finalmente se me
requeriria que yo mismo lo aplicara al problema.

G.
Spencer-Brown

Cambridge England
and San Francisco
August 1978

PREFACIO A LA PRIMERA EDICION
NORTEAMERICANA

[pagina xiii]

Aparte de los problemas usuales [standard] de logica [que se ven en] la
universidad, y que el calculo publicado en este texto hace tan faciles de resolver
que no tenemos ya que preocuparnos [trouble] mas por los mismos, quizas la
cosa mas significativa que desde una perspectiva [angle] matematica nos
permite hacer [este calculo] es usar valores complejos [complex values] en el
algebra de la logica. Estos equivalen [are the analogs] a los ntimeros complejos
a+b /- en el algebra corriente. Mi hermano y yo habiamos estado usando sus
contrapartes booleanas por afios antes de darnos cuenta de lo que eran
realmente. Por supuesto, siendo lo que son, funcionan [work] perfectamente
bien, pero comprensiblemente nos sentiamos un poco culpables [a bit guilty]
por usarlos, asi como los primeros matematicos en utilizar ‘raices cuadradas de
nimeros negativos’ se habian sentido culpables, porque tampoco ellos podian
ver alglin modo plausible de darles un respetable significado académico. A pesar
de todo, estdbamos completamente seguros de que debia de haber una teoria
perfectamente valida [good] que respaldara [would support] nuestro uso de
[esos valores], si tan solo pudiéramos concebirla.

La situacion es simplementa ésta. En el algebra corriente [ordinary], los
valores complejos se aceptan como algo normal, y las técnicas més avanzadas
serian imposible sin los mismos. En el algebra booleana (y del mismo modo
[thus], por ejemplo, en todos nuestros procesos de razonamiento) los
desechamos [disallow]. Whitehead y Russell introdujeron una regla especial,
que llamaron la Teoria de los Tipos, expresamente para [excluirlos].
Erréneamente [mistakenly] como resulta ahora. Asi [thus], en este campo, las
técnicas mas avanzadas, aunque no imposibles, sencillamente [simply] no
existen todavia. Actualmente [at the present moment] nos vemos constrenidos
en nuestros procesos de razonamiento a hacerlo del mismo modo que se hacia
en los tiempos de Aristoteles. El poeta [William] Blake quizas tuvo un atisbo



[insight] de esto cuando en 1788 escribié que ‘la razéon [reason], o la medida
[ratio] de todo lo que ya conocemos, no sera la misma cuando sepamos mas.’

Recordando la vinculacion [connection] de Russell con la Teoria de los
Tipos,

[pagina xiv]

fue con cierto temor [trepidation] que me le acerqué en 1967 con la prueba de
que la misma era innecesaria. Para mi alivio, se mostr6 encantado [delighted].
Esa teoria, me dijo, fue la cosa mas arbitraria que él y Whitehead jamas habian
tenido que hacer, no era realmente una teoria, sino un expediente provisional
[stopgap], y se sentia complacido de haber vivido lo suficiente para ver la
cuestion resuelta.

Dicho de la manera mas simple que puedo, la soluciéon es como sigue.
Todo lo que tenemos que mostrar es que las paradojas de la autorreferencia
[self-referential], descartadas mediante la Teoria de los Tipos, no son peores
que las paradojas similares de autorreferencia que se consideran
completamente aceptables en la teoria corriente de las ecuaciones.

En logica, la mas famosa de tales paradojas se encuentra en la oracion
[statement] ‘Esta oraci6n es falsa.’

Imaginese que suponemos que una oracidén cae [siempre] en una de
[estas] tres categorias, verdadera, falsa o sin sentido [meaningless], y que una
oracion que tiene sentido [meaningful] y no es verdadera, debe ser falsa, y una
que no es falsa, debe ser verdadera. La oracién que estamos considerando no
parece carecer de sentido (algunos filosofos han sostenido [claimed] que no lo
tiene, pero esto es facil de refutar), de modo que la misma debe ser falsa o
verdadera. Si es verdadera, entonces tiene que ser, como ella misma dice, falsa.
Pero si es falsa, entonces, dado que eso es lo que ella dice, tiene que ser
verdadera.

Hasta ahora no se ha advertido que tenemos una paradoja igualmente
viciada en la teoria de las ecuaciones ordinarias, porque nos hemos guardado
cuidadosamente de expresarlo de esa manera. Hagamoslo ahora.

Haremos suposiciones analogas a las de arriba. Supondremos que un
numero puede ser positivo, negativo o igual a cero. Supondremos, ademaés, que
todo ntimero distinto de cero que no es positivo, debe ser negativo, y todo aquel
que no es negativo, debe ser positivo. Consideremos ahora la ecuacion

X2+1=0

Transponiendo, tenemos
x2=-1 <[final pagina xiv]

[comienzo pagina xv]>

Y dividiendo ambos lados por x, nos da



x=-1/x

Podemos ver que esta expresion (al igual que la oracion analoga en
logica) se refiere a si misma [is self-referential]: el valor de la raiz de x que
buscamos debe ser puesto de nuevo dentro de la expresion donde lo buscamos
[put back into the expression from which we seek it].

Una mera inspeccion visual nos muestra que x tiene que ser una forma de
la unidad, o la ecuacién no se equilibraria numéricamente [would not balance
numerically]. Hemos supuesto s6lo dos formas de la unidad, +1 y -1, de modo
que podemos probar con cada una por turno. Hagamos x = +1. Esto nos da

+1=-1/+1=-1
que es claramente paradojico. Asi que hagamos x = -1. Esta vez obtenemos
-1=-1/-1=+1

lo que resulta igualmente paradojico.

Por supuesto, como todo el mundo sabe, la paradoja en este caso se
resuelve introduciendo una cuarta clase de nimeros, llamados imaginarios, de
modo que podemos decir que las raices de la ecuaciéon de arriba son +-i, donde i
es una clase de unidad que consiste en la raiz cuadrada de menos uno.

Lo que hacemos en el capitulo 11 es extender este concepto a las algebras
booleanas, lo que significa que un argumento valido puede contener no solo tres
clases de oraciones, sino cuatro: verdaderas, falsas, sin sentido [meaningless] e
imaginarias. Las implicaciones de esto en los campos de la 16gica, la filosofia y
las matematicas son profundas.

Lo que resulta fascinante de los valores booleanos imaginarios, una vez
que los admitimos, es la luz que aparentemente arrojan sobre nuestros
conceptos de materia y tiempo. Me imagino [I guess] que esta en la naturaleza
de todos nosotros preguntarnos por qué el universo aparece precisamente en la
forma que lo hace. éPor qué, por ejemplo, no aparece mas simétrico? Bueno,
<[fin de la pagina xv]

[comienzo pagina xvi]> si usted es lo suficientemente amable y paciente para
acompanarme [to bear with me] a través del argumento segin se desarrolla en
el presente texto, creo que finalmente vera que, aun cuando lo comenzamos tan
simétricamente como sabemos hacerlo [we begin it as symetrically as we know
how], se vuelve, por si mismo [of its own accord], cada vez menos [simétrico] a
medida que avanzamos.

Cambridge, Inglaterra

G. Spencer-Brown
Jueves Santo [Maundy Thursday] 1972 <[fin de la pagina xvi]
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[comienzo pagina xvii]>

PREFACIO

La exploracion sobre la que descansa este trabajo se empez6 a finales de 1959.
El subsiguiente registro de la misma le debe mucho, en sus etapas iniciales, a la
amistad y al aliento de Lord Russell, quien fue al comienzo una de las pocas
personas que pudo ver algo valioso en mi propuesta. En una etapa posterior, le
debo igualmente a la generosa ayuda del Dr. J.C.P. Miller, Miembro [fellow] del
University College y Profesor [Lecturer] de Matematicas en la Universidad de
Cambridge, quien no sdlo ley6 las sucesivas pruebas de imprenta, sino que actu6
ademas como un guia y mentor siempre a mano, e hizo muchas sugerencias
para mejorar el estilo y la exactitud [accuracy] tanto del texto como del
contexto.

En 1963 acepté una invitacion del Sr. H.G. Frost, Conferenciante de
Ciencias Fisicas del Cuerpo Docente [Staff Lecturer] del Departamento de
Estudios Extra-muros [Extra-mural Studies] de la Universidad de Londres,
para impartir un curso de conferencias [lectures] sobre las matematicas de la
l6gica [mathematics of logic]. Posteriormente el curso fue extendido y se repitio
anualmente en el Institute of Computer Science [Intituto de la Ciencia de la
Computaciéon] en la Plaza Gordon [Gordon Square], y de ahi surgi6 parte del
contexto que figura en las notas y apéndices de este ensayo. Me fue posible
también, con la ayuda de los alumnos de sucesivos cursos, ampliar y afinar el
texto.

Muchos otros aportaron también, pero me es imposible mencionarlos a
todos. Entre éstos, los editores (incluyendo sus lectores [readers] y sus artistas
técnicos) fueron particularmente de gran ayuda, como lo fueron los impresores
y, con anterioridad, la Sra. Peter Bragg, quien asumio6 la exigente tarea de
preparar una version mecanografiada del texto. [sigue...]>
[continuacién pagina xvii]>

Finalmente, debo mencionar el hecho de que el impulso inicial para este trabajo
provino del Sr. I.V. Idelson, Gerente General [General Manager] de Simon-
MEL Distribution Engineering, habiendo sido las técnicas que aqui se registran
desarrolladas primero no con respecto a cuestiones de loégica, sino como
respuesta a ciertos problemas no resueltos en ingenieria.

Richmond, agosto de 1968 .<[fin de la pagina xvii]

[comienzo pagina xviii]>Reconocimiento

El autor y los editores agradecen el amable [kind] permiso [concedido] por el Sr.
J Lust de la Universidad de la Escuela de Londres de Estudios Africanos y
Orientales [ University of London School of African and Oriental Studies] para
fotografiar [photograph] una copia facsimil del la impresion Fukien del siglo
XII del Tao Té Ching en el antiguo Museo del Palacio, Peking.>[fin de la pagina
xviii][comienzo pagina xix]>
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INTRODUCCION

La intencion principal de este ensayo es separar de la logica, lo que se conoce
como algebras de la l16gica y realinear estas ultimas con las matematicas.

Tales algebras, comunmente Illamadas booleanas, aparecen como
misteriosas porque al presente las exposiciones [accounts] de sus propiedades
no revelan nada de interés matematico acerca de su aritmética. Toda algebra
posee una aritmética, pero Boole concibi6 [designed][1] la suya, ciertamente no
para [servir] a su aritmética, [sino] para adecuarla [fit] a la 16gica, que es una
posible interpretacion de su algebra. Los autores posteriores han copiado a
Boole al respecto, con el resultado de que hasta ahora nadie parece haber
llevado a cabo ningan intento sostenido por elucidar y estudiar la aritmética
primaria, no numérica, del algebra de uso diario que lleva hoy el nombre de
Boole.

Cuando por primera vez empecé a ver hace siete anos que semejante
estudio se necesitaba, me encontré asi parado sobre lo que, matematicamente
hablando, era territorio virgen [untrodden ground]. Tenia que explorarlo en su
interior para descubrir los principios que faltaban. Estos poseen gran
profundidad y belleza, como pronto veremos.

Al redactar la presente exposicién [account] de los mismos, me he
propuesto escribir de modo tal que cada término especial se encuentre ya sea
definido o aclarado por su contexto. No he supuesto en el lector mas que el
conocimiento de la lengua inglesa, de la operaciéon de contar, y de como los
numeros se representan comunmente. Me he tomado la libertad de escribir algo
mas técnicamente en esta introduccion y en las notas y apéndices que siguen al
texto, pero incluso aqui, puesto que el tema es de tal interés general, me he
esforzado, en lo posible, por mantener mi exposicion [del tema] al alcance del
no especialista [en la materia].

Las exposiciones de las algebras booleanas se han basado hasta ahora

sobre conjuntos de postulados. Un postulado puede ser tomado como una
oracion <[fin de la pagina xix]
[comienzo pagina xx]> que se acepta sin evidencia, porque pertenece a un
conjuntos de oraciones de las cuales es posible derivar otras oraciones en las
cuales sucede que es conveniente creer [which it happens to be convenient to
believe]. La principal caracteristica que ha marcado siempre a tales oraciones ha
sido una casi total ausencia de cualquier apariencia espontdnea de ser
verdaderas.[2] Nadie pretende, por ejemplo, que las ecuaciones de Sheffer[3]
son matematicamente evidentes, porque su evidencia no es aparente aparte de
la utilidad de las ecuaciones que se siguen de las mismas. Pero en la aritmética
primaria desarrollada en este ensayo, puede verse que las ecuaciones iniciales
representan dos leyes de indicacion muy simples que, cualquiera que sea
nuestra opinion sobre la naturaleza de la autoevidencia, se insintian al menos
como afines a lo que sugiere el sentido comun [at least recommend themselves
to the findings of common sense]. Puedo asi presentar (Apéndice 1),
aparentemente por primera vez, pruebas de cada uno de los postulados de
Sheffer y, por ende, de todos los postulados booleanos, como teoremas de un
sistema axiomatico que se ve que descansa sobre la base fundamental de las
matematicas [which is seen to rest on the fundamental ground of
mathematics].
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Desplegandose [working outwards] a partir de esta fuente [source]
fundamental, la forma general de la comunicacion matematica, como la
entendemos hoy, tiende a crecer de manera completamente natural bajo la
mano que la escribe. Tenemos un sistema definido, nombramos sus partes y
adoptamos, en muchos casos, un tnico simbolo para representar cada nombre.
Al hacer esto, las formas de expresion son llamadas inevitablemente segtin la
necesidad
[sigue]...

[continuacion pagina xx]>

que se tenga de las mismas [are called inevitably out of the need for them], y las
pruebas de los teoremas, que al principio se ven ser [s6lo] un poco mas que una
direccion relativamente informal de la atencién hacia la gama completa de las
posibilidades, se vuelve de manera reconocible cada vez méas indirecta y formal a
medida que avanzamos desde nuestra concepcion original. Al llegar a mitad de
camino [at the half-way point], se encuentra que, el algebra en toda su
completitud de representacion [in all its representative completeness] ha
surgido imperceptiblemente de la aritmética [grown imperceptibly out of the
arithmetic], de modo que para el momento en que hemos comenzado a trabajar
en la misma estamos ya plenamente familiarizados [fully acquainted] con sus
formalidades y posibilidades sin habernos en ninguna parte puesto en marcha
[set out] con la intencion de describirlas como tales.

Uno de los méritos de esta forma de presentacion es el gradual
incremento [gradual building up] de las nociones matematicas y de las formas
comunes de procedimiento sin ninguna aparente ruptura con el sentido comun.
<[fin de la pagina xx] [comienzo de pagina xxi]>La disciplina de las
matematicas es considerada ser, en comparaciéon con otras, una poderosa
manera de revelar nuestro conocimiento interno [internal] de la estructura del
mundo, y s6lo de paso se la ve asociada con nuestra habilidad comin de razonar
y computar.

Aun asi, el desarrollo ordenado de convenciones mateméticas y de
formulaciones por etapas graduales [stage by stage] no ha dejado de tener sus
problemas en el sentido contrario [has not been without its problems on the
reverse side]. Una persona con entrenamiento matematico, que
automaticamente es capaz de usar toda una gama [a whole range] de técnicas
sin cuestionar su origen, puede encontrarse en dificultades con una parte
anterior de la presentacion, en la cual ha sido necesario desarrollar una idea
utilizando so6lo esa herramientas matemaéticas segiin han sido ya identificadas.
En algunos de estos casos necesitamos derivar un concepto para lo cual los
procedimientos y técnicas ya desarrollados casi no son adecuados [are only just
adequate]. El argumento, que es supremamente elegante en ese punto, puede
asi resultar ser dificil de seguir.

Un caso tal, que aparece en el Capitulo 2, es la derivacion de las dos
ecuaciones primitivas del calculo de las indicaciones. Parece haber una tal
universal dificultad para seguir el argumento en este punto, que lo he
replanteado en una forma menos elegante en las notas sobre ese capitulo al final
del texto. Cuando se ha hecho esto, se ve que el argumente es tan simple que
casi resulta matematicamente trivial. Pero debe recordarse que, de conformidad
con el riguroso procedimiento que seguimos en el texto, ningln principio puede
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ser utilizado hasta que no ha sido introducido [called into being] o justificado en
términos de otros principios previamente [already] adoptados. En este ejemplo
particular, hacemos el argumento facil usando la sustitucion corriente
[ordinary]. Pero en la etapa de este ensayo donde se vuelve necesario formular
la segunda ecuacion primitiva, ningin principio de sustitucion ha sido
introducido todavia, puesto que su uso y justificacién, que posteriormente
encontramos en el propio ensayo, depende en parte de la existencia de la misma
ecuacion que queremos establecer .

En el Apéndice 2, doy una breve explicacion de algunas de las
simplificaciones que pueden llevarse a cabo mediante el uso del algebra
primaria como un algebra de la légica. Por ejemplo, no hay proposiciones
primitivas. Esto se debe [this is because] a que tenemos una libertad basica, no
concedida a otras algebras de la logica, para acceder a la aritmética cuando
quiera nos guste. Asi cada una de las cinco implicaciones primitivas [2, pp 96-7]
de Whitehead y Russell pueden ser igualadas [equated] mateméaticamente <[fin
de la pagina xxi][comienzo pagina xxii]> con una constante unica [a single
constant]. La constante, si ésta fuera una proposicion, seria las implicaciones
primitivas [if it were a proposition, would be the primitive implications]. Pero
de hecho, siendo aritmética, no puede representar una proposicion.

Un punto de interés en relaciéon con esto [in this connexion] es el
desarrollo de la idea de variable exclusivamente [solely] a partir de la [idea] de
constante operativa. Esto proviene del hecho de que el algebra representa
nuestra capacidad [ability] para considerar la forma de una ecuacién aritmética
sin hacer caso de [irrespective of] de la apariencia, u otros aspectos, de esta
constante en ciertos lugares especificados. Y puesto que, en la aritmética
primaria, no se nos presentan, aparentemente, dos clases de constantes, tales
como 5, 6, etc. y +, x, etc.,

[sigue]...

continuacion pagina xxii]>

sino con expresiones que estdn compuestas [made up], aparentemente, de
constantes similares cada una con una sola [single] propiedad, la concepcion de
una variable proviene de considerar la presencia o la ausencia irrelevante de
esta propiedad. Esto le otorga plausibilidad a [lends support to] la opinion,
sugerida[4] por Wittgenstein, de que en el calculo de proposiciones las variables
en realidad [in fact] no representan proposiciones en una expresion, sino
solamente las funciones de verdad [thruth-functions] de esas proposiciones,
puesto que las proposiciones mismas no pueden ser igualadas a la mera
presencia o ausencia de una propiedad dada, mientras que su posibilidad de ser
verdaderas o no verdaderas si puede serlo.

Otro punto de interés lo constituye la clara distincion que, mediante el
algebra primaria y su aritmética, se puede trazar entre la prueba de un teorema
y la demostracion de una consecuencia. Los conceptos de teorema y
consecuencia y, por ende, de prueba y demostracion, se hallan extensamente
[widely] confundidos en la literatura actual, donde estas palabras se usan como
intercambiables. Indudablemente, esto ha creado dificultades espurias. Como se
vera en la enunciacién [statement] de la completitud del algebra primaria
(teorema 17), aquello que ha de ser probado se vuelve notablemente claro
cuando la distincion es mantenida en forma apropiada. (Una confusién parecida
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se hace evidente, especialmente en la literatura de la logica simbolica, con
respecto a los conceptos de axioma y postulado).

Es posible desarrollar el algebra primaria en tal medida que pueda usarse
como un algebra restringida (o incluso ampliada [full]) de los nimeros. Hay
varias maneras de hacer esto, de las cuales la mas conveniente que he
encontrado es limitar la condensacion <[fin de la pagina xxii][comienzo pagina
xxiii]> en la aritmética, y usar asi un nimero de cruzamientos [crosses] en un
espacio dado para representar el nimero correspondiente o su imagen. Una vez
que esto se ha hecho es posible ver claramente [plainly] parte de la evidencia
[en que se apoyan] los teoremas de Godel y Church[5][6] [sobre los métodos]
de decision. Pero con la rehabilitacion de las ecuaciones paraddjicas
emprendida en el Capitulo 11, el significado y la aplicacion de esos teoremas se
encuentran ahora necesitados de una revision. Ciertamente, los mismos
aparecen menos destructivos de lo que se habia supuesto hasta hoy.

Me he propuesto en el texto llevar el desarrollo sélo hasta donde pudiera
razonablemente considerar de manera cabal todas las formas que emergen en
cada etapa. Aunque, en el Capitulo 11, indico la expansién en formas complejas
[the expansion into complex forms], trato por lo demés limitar el desarrollo a
fin de hacer [render] completa la exposicion hasta donde ésta llega.

La mayoria de los teoremas son originales, al menos como teoremas, y la
prueba de los mismos es nueva. Pero algunos de los atimos teoremas
algebraicos y mixtos, que aparecen [occurring] en lo que a estas alturas
constituye terreno familiar [familiar ground], son ya conocidos y, aunque en
otra forma, han sido [ya] probados anteriormente. En todos estos casos he
podido encontrar lo que parecen [seem] ser pruebas mas claras, mas simples o
maés directas, y en la mayoria de los casos los teoremas que pruebo son mas
generales. Por ejemplo, la aproximacion més cercana a mi teorema 26 parece
[seems] ser un teorema mas débil y menos central aparentemente probado[7]
por primera vez por Quine, como un lema para una prueba de completitud de
un célculo proposicional. Fue s6lo después de contemplar este teorema por
varios anos cuando encontré la hermosa clave [beautiful key] por la cual se ve
que es verdadero para todas las algebras posibles, ya sean booleanas o de otra
indole.

Al arribar a las pruebas, me he sentido a menudo impresionado [struck]
por el evidente alineamiento [alignment] de las matematicas con la teoria
psicoanalitica. En cada disciplina tratamos de descubrir, mediante una mezcla
de contemplacion, representacion simbolica, comunion y comunicacion, qué es
lo que ya sabemos. En las matematicas, al igual que en otras formas de
autoanalisis, no tenemos que ir a explorar el mundo fisico para encontrar
aquello que estamos buscando. Cualquier chico de diez afos, que puede
multiplicar y dividir, ya sabe, por ejemplo <[fin de la pagina xxiii][comienzo
pagina xxiv]> que la secuencia de los niimeros primos es interminable [endless].
Pero si no se le muestra la prueba de Euclides, es improbable que alguna vez
descubra, antes de morir, que ya la conocia.

Esta analogia sugiere que tenemos [una capacidad de] percatarnos
directamente [direct awareness]de la forma de lo matematico [mathematical
form]como una estructura arquetipica.

[sigue]...

[continuacion pagina xxiv]>
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En el capitulo final trato de ilustrar la naturaleza de este percatarse
[awareness]. En todo caso, por una mera cuestion de probabibilidades nos
veriamos llevados a suponer que algin grado de [capacidad] para percatarnos
directamente se encuentra presente en toda la matematica.

Podemos suponer que en las matematicas el namero de oraciones que
podrian ser probadas o no, es ilimitado, y es evidente que, en cualquier muestra
finita de oraciones lo suficientemente grande, entre aquellas que ostentan algin
grado util de relevancia las oraciones que no son verdaderas superan
considerablemente en namero [heavily outnumber] a las verdaderas. De modo
que, en principio, si no hubiera ningin sentido innato de lo que es cierto [innate
sense of rightness], los matematicos intentarian probar méas oraciones falsas
que verdaderas. Pero en la practica, raras veces un matématico intenta probar
una oracion a menos que esté ya convencido de que es verdadera. Y puesto que
todavia la misma no ha sido probada, semejante conviccion debe surgir, en
primer lugar, de consideraciones ajenas a la prueba.

De esta manera la codificacion de un procedimiento de prueba, o de
cualquier otro proceso directivo, aunque ttil al principio, puede luego erigirse
en un obstaculo [stand as a threat] para un progreso ulterior. Podemos
considerar, por ejemplo, las limitaciones, en gran medida inconscientes, pero
ahora codificadas, [a las que estan sometidas] las partes de raciocinio, en tanto
diferentes de las [partes] computacionales, en las estructuras de la prueba de la
solucion de las ecuaciones booleanas de primer grado. Como veremos en el
Capitulo 11, y en las notas al mismo, la solucién de ecuaciones de grados
mayores no solo es posible, sino que ha sido puesta en practica por los
ingenieros de circuitos [switching] sobre una base ad hoc por cerca de medio
siglo o mas. Tales ecuaciones han sido hasta ahora excluidas por la teoria de los
tipos de Whitehead y Russell [2, pp 37 ss, e.g. p 77], como materia [subject-
matter] de la 16gica corriente.

En el texto muestro que podemos construir una funcion implicita de si
misma de modo que reingresa a su propio espacio ya sea a una profundidad
impar o par [at either an odd or even depth]. En el primer caso encontramos la
posibilidad de una ecuaciéon autocontradictoria [self-denying] de la clase que los
autores mencionados describen. En tal caso, las raices de la ecuaciéon asi
construida [set up] son imaginarias. Pero en el segundo caso encontramos una
ecuacion que se convalida a si misma y que,<[fin de la pagina xxiv][comienzo
pagina xxv]>para alguna dada configuracion de las variables, es satisfecha por
dos raices reales.

Mediante estas consideraciones he podido rehabilitar[8] la estructura
formal desechada por la teoria de los tipos hasta el momento. Como ahora
vemos, la estructura puede ser identificada en la teoria més general de las
ecuaciones, detras de la cual ya existe el peso de toda la experiencia matematica.

Un prospecto de semejante rehabilitacion, que podria merecer [repay]
atencion adicional, surge [comes] del hecho de que, aunque las ecuaciones
booleanas de primer grado pueden ser plenamente representadas en una
superficie plana, las de segundo grado no pueden representarse del mismo
modo. En general, una ecuacion de grado k requiere, para su representacion,
una superficie de género k —1. En un trabajo sin publicar emprendido en 1962-5,
D.J. Spencer y yo encontramos evidencia que sugeria que tanto el teorema de
los cuatro colores [del mapa] como el teorema de Godbach son indecidibles con
una estructura de prueba confinada a las ecuaciones booleanas de primer grado,

16



pero eran decidibles si estdibamos preparados para valernos de ecuaciones de
grado superior.

Uno de los motivos que impulsé [prompting] la continuacion del
presente trabajo fue la esperanza de acercar las investigaciones sobre la
estructura interna [inner] de nuestro conocimiento del universo, expresado en
las ciencias matematicas, y las investigaciones sobre la estructura externa
[outer], tal como [ésta] se expresa en las ciencias fisicas. Aqui la obra de
Einstein, Schrodinger y otros paracen haber conducido a la comprobacion
[realization][de la existencia] de una ultima frontera [boundary] del
conocimiento fisico en la forma de los medios a través de los cuales lo
percibimos. Se hace patente [apparent] que si ciertos hechos acerca de nuestra
comun experiencia de la percepcion, o lo que podriamos llamar el mundo
interior [inside], pudieran ser revelados mediante un estudio ampliado
[extended] de lo que llamamos por contraste el mundo exterior [outside],
entonces un estudio igualmente ampliado de este mundo interior revelaria, a su
vez, los hechos encontrados primero en el mundo exterior: [sigue]...

[continuacion pagina xxv]>

porque aquello a lo que nos acercamos en uno u otro caso [in either case], desde
un lado o del otro, es la frontera [boundary] coman entre ambos.

No pretendo haber llevado estas revelaciones muy lejos,<[fin de la pagina
xxv][comienzo pagina xxvi]>ni que otros con mayores dotes [better
equipped][que yo] no las podrian llevar mas lejos. Espero que lo hagan. Mi
intencion consciente al escribir este ensayo fue la dilucidacion de un calculo
indicativo, pero su potencial latente me tomé por sorpresa, habiéndoseme
hecho manifiesto s6lo cuando el cumplimiento [realization] de esa intencién se
hallaba bien avanzado.

En el texto, interrumpo mi exposicion en el punto donde la conexion con
las ideas basicas del mundo fisico comienza a asomar con mas fuerza, al entrar
nosotros en la tercera dimension de la representacion con ecuaciones de grado
superior a la unidad [higher than unity]. Me habia propuesto, antes de empezar
a escribir, dejar [el asunto] ahi [to leave it here], puesto que las formas latentes
que emergen al llegar a este [punto], el cuarto alejamiento [fourth departure]
de la forma primaria (o el quinto alejamiento, si contamos desde el vacio
[void]), son tantas y tan diversas que no podia abrigar la esperanza de poder
presentarlas todas, ni siquiera superficialmente, en un solo libro.

Medawar observa[9] que la forma estdndar de presentacion que se le
exige a un articulo cientifico corriente representa exactamente lo opuesto de lo
que el investigador estuvo de hecho haciendo. En realidad, dice Medawar, la
hipotesis se postula primero, y se convierte en el medio por el cual [through
which] ciertos hechos, a ser recolectados mas tarde en apoyo de la misma, y que
de no ser por ésta serian oscuros, son vistos claramente por primera vez. Pero se
espera que la exposicion a través del articulo dé la impresién de que tales
hechos fueron los que primero sugirieron la hipoétesis, sin hacer caso de
[irrespective of] si esta impresion es verdaderamente representativa [de lo que
realmente ocurrid].

En las matematicas este proceso lo vemos a la inversa. El matematico,
con mayor frecuencia de la que generalmente le es dado admitir, procede por
via de experimento, inventando y ensayando [trying out] hipétesis para ver si
las mismas se adectan [fit] a los hechos de raciocinio y computo que se le
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presentan [with which he is presented]. Cuando ha encontrado una hipétesis
que cuadra [fits], se espera que publique una exposicion del trabajo en el orden
inverso, de modo que los hechos sean deducidos de la hipotesis.

Ciertamente, no recomendaria que hiciéramos lo contrario en uno u otro
campo [in either field]. En todo sentido [by all accounts], contar la historia al
revés de como ocurrié [backwards] es conveniente y ahorra tiempo. Pero
pretender que la historia fue realmente vivida asi [lived backwards] puede ser
extremadamente mistificador.

En vista de esta evidente inversion [del orden en que suceden las cosas],
Laing sugiere[10] que lo que<[fin de la pagina xxvi][comienzo pagina xxvii]>
en las ciencias empiricas se llaman datos [data], habiendo sido en un sentido
real arbitrariamente escogidos por la naturaleza de la hipétesis concebida
[formed], podrian ser llamados mas honestamente capturados [capta]. Por
analogia inversa, los hechos de la ciencia matematica, que al principio parecen
ser arbitrariamente escogidos, y por ende, capturados [capta], no son en nada
[at all] realmente arbitrarios, sino [que estan] absolutamente determinados por
la naturaleza y la coherencia de nuestro ser. Dentro de esta concepcion [view]
podriamos considerar que los hechos de las matematicas son los datos [data]
reales de la experiencia, porque solo éstos, en un ultimo analisis, parecen ser
ineludibles [inescapable].

Aunque me he comprometido [undertaken], lo mejor que he podido, a
preservar dentro del texto lo que resulta asi ineludible, y por lo mismo,
intemporal [timeless], y a desechar, por el contrario [otherwise], lo que es
temporal, no me hago ninguna ilusién de haber tenido éxito por completo en
ninguno de estos aspectos [on either count]. Que uno no puede, en semejante
empresa [undertaking] tener éxito perfectamente, me parece a mi que radica
[reside] en la manifiesta imperfeccion del estado de existencia particular, en
cualquier forma en absoluto [in any form at all]. (Cf Apéndice 2) La obra de
cualquier autor humano tiene que ser hasta cierto punto idiosincratica, aun
cuando éste pueda saber que su ego personal no es mas que un traje [garb] a la
moda para adaptarse [suit] a los modos [mode] del presente mas que [rather
than] a lo perdurable [mean] del pasado y del futuro en el que su obra
completara su recorrido [will come to rest]. [sigue]...

[continuacion pagina xxvii]>

Hasta este punto, el modo [efimero] o la moda es inevitable a costa de lo
perdurable [mean] o el sentido [meaning], o no puede haber ninguna conexion
[there can be no connexion] [entre] aquello que es periférico [peripheral], y
tiene que ser observado [has to be regarded], y lo que es central, y tiene que ser
adivinado [divined].

Un aspecto importante del lenguaje de las matemaéticas es su grado de
formalidad. Aunque es cierto que, en las matematicas, nos preocupamos por
expresar lo que se dice a través de una suerte de taquigrafia [shorthand], esto
constituye so6lo la mitad de la historia. Lo que perseguimos [aim],
adicionalmente, es presentar [provide] la forma méas general en la que se ve que
descansa [is seen to rest] el lenguaje corriente sobre la experiencia. En tanto [as
long as] nos limitamos [confine ourselves] a la materia que estamos tratando
[the subject at hand], sin extender nuestras consideraciones a lo que ésta tiene
en comun con otras materias, no estamos sacando provecho [we are not
availing ourselves] de un modo de presentacion verdaderamente matematico.
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Lo que las matematicas encierran [what is encompassed in] es una
superacion [a transcedence] de un estado de vision [para llegar] a una nueva
vision, hasta ahora no patente [hitherto unapparent], mas alla de la anterior.
Cuando la existencia presente ha dejado de tener sentido, puede todavia volver a
tenerlo [can still come to sense again] a través de la toma de conciencia
[realization] de su forma.<[fin de la pagina xxvii][comienzo pagina xxviii]>

De este modo [thus] el tema [subject] de la logica, no importa cuan
simboélicamente sea tratado, en tanto se confina a si mismo en el ambito
[ground] de la l6gica, no es un estudio matematico. Se vuelve matemaético sélo
cuando podemos percibir su fundamento [ground] como parte de una forma
mas general, en un proceso que nunca acaba [without end]. Su tratamiento
matematico es el tratamiento de la forma en que nuestra manera de hablar
acerca de nuestra experiencia vivida de todos los dias [ordinary] puede verse
que se construye [can be seen to be cradled]. Son las leyes de esta forma, mas
que las de la logica, las que he intentado registrar [record].

Al llevar a cabo este intento, encontré mas facil lograr [acquire] un acceso
a las leyes mismas que definir [determine] una manera satisfactoria de
comunicarlas. En general, mientras mas universal es la ley, méas parece resistirse
a dejarse expresar de algin modo particular.

Algunas de las dificultades que se hacen patentes al leer, asi como al
escribir, la parte inicial [earlier] del texto proviene del hecho de que desde el
Capitulo 5 hacia atras [backwards], estamos extendiendo el analisis més alla del
punto de simplicidad donde el lenguaje deja de obrar como una moneda para la
comunicacion. El punto en el cual esta ruptura con el uso normal ocurre es de
hecho aquel donde las algebras comuinmente se supone que comienzan.
Extenderlas hacia atras, yendo méas alla de este punto, exige [demands] un
considerable desaprendizaje [unlearning] de la actual superestructura
descriptiva que, hasta que es desaprendida [unlearned], puede ser
erroneamente tomada por [mistaken for] la realidad.

El hecho de que, en un libro, tenemos que usar palabras y otros simbolos
en un intento por expresar lo que el uso de palabras y otros simbolos ha hasta el
momento oscurecido, tiende a imponer exigencias de una naturaleza
extraordinaria tanto sobre el escritor como sobre el lector, y estoy consciente,
por mi parte, de cudn imperfectamente he tenido éxito en ponerme a la altura
de las mismas. Pero al menos, en el proceso de emprender la tarea, me he
percatado [I have become aware] (como el propio Boole se percato) de que lo
que estoy tratando de decir no tiene nada que ver conmigo, o con ningin otro
ser humano, al nivel personal. Es algo, por asi decirlo, que se registra a si
mismo [records itself] y, cualesquiera que sean las fallas del registro [whatever
the faults in the record], aquello que es de este modo registrado no es un asunto
de opinion [is not a matter of opinion]. El Gnico reconocimiento [credit] que me
siento con derecho a aceptar al respecto es por la labor instrumental de realizar
un registro que, si Dios asi lo dispone, resulte ser lo suficientemente articulado y
coherente para ser entendido en su contexto temporal.

Londres, agosto de 1967 <[fin de la pagina xxviii]
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[comienzo pagina xxix]>

UNA NOTA SOBRE EL ENFOQUE [approach]
MATEMATICO

El tema de este libro es que un universo comienza a existir [comes into being]
cuando un espacio es escindido [severed] o dividido en sus partes [taken apart].
La piel de un organismo viviente separa [cuts off] lo exterior [an outside] de lo
interior [an inside]. Lo mismo hace la circunferencia de un circulo en el plano.
Examinando [tracing] la manera en que nos representamos semejante escision
[severance], podemos empezar a reconstruir, con una precision [accuracy] y un
alcance [coverage] que parecen casi misteriosos [uncanny], las formas béasicas
que subyacen [underlying] en la ciencias de la lingiiistica, las matematicas, la
fisica y la biologia, y podemos empezar a ver como las leyes de nuestra propia
experiencia que nos resultan familiares [the familiar laws of our own
experience] se desprenden [follow] inexorablemente del acto original de
escision. El acto mismo ya se recuerda [the act is itself already remembered],
aun sea inconscientemente, como nuestro primer intento por distinguir cosas
diferentes en un mundo donde, en primer lugar, los limites [boundaries]
pueden trazarse dondequiera nos guste [anywhere we please]. En esta etapa el
universo no puede ser distinguido de la manera en que actuamos sobre el
mismo [from how we act upon it], y el mundo puede parecer semejante a arena
movediza bajo nuestros pies.
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Aunque todas las formas y, por ende, todos los universos, son posibles y
cualquier forma particular es mutable, se hace evidente que las leyes que
relacionan tales formas son las mismas en cualquier universo. Es esta identidad
[sameness], la idea de que podemos encontrar una realidad que es
independiente de la manera en que el universo en efecto [actually] aparece
[appears], 1o que hace tan fascinante el estudio de las matematicas. La idea de
que las matematicas, en comun con otras formas del arte, nos pueden conducir
mas alla de la existencia ordinaria, y nos pueden mostrar algo de la estructura
en la que toda creacién encaja como un todo coherente [hang together], no es
nada nuevo. Pero los textos de matematicas generalmente comienzan la historia
en algiin punto a mitad de camino, dejando que sea el lector quien retome [pick
up] el hilo lo mejor que pueda. Aqui la historia es contada [traced] desde el
principio.

A diferencia de otras formas mas superficiales de destreza [expertise], las
matematicas constituyen una manera de decir cada vez menos sobre cada vez
mas. De este modo, un texto de matematicas no es un fin en si mismo, si no la
llave [key] para un mundo mas all4 del &mbito de la descripcién corriente [de
las cosas].

Una exploraciéon inicial de un mundo semejante, habitualmente se
emprende en la compaiia de un guia experimentado. Emprenderla solo , <[fin
de la pagina xxix][comienzo pagina xxx]> aunque no es imposible, es tal vez tan
dificil como ingresar al mundo de la musica intentando leer, sin la guia de
ninguna otra persona, las partituras de un gran maestro, o como tratar de volar
solo en un avién por primera vez sin mas preparacion que el estudio del manual
del piloto.  [siguel]...

[continuacion pagina xxx]

Aunque las notas al final del texto pueden hasta cierto punto compensar
la falta de ese guia personal, no pueden reemplazarlo efectivamente. Estas notas
han sido concebidas para ser leidas conjuntamente con el texto, pero puede de
hecho ser incluso de ayuda leerlas primero.

El lector que se encuentra ya familiarizado con la légica, ya sea en su
forma tradicional o simbélica, puede hacer bien en comenzr con el Apéndice 2,
referiéndose al texto a través del Indice de Formas cada vez que sea
necesario.<[fin de la pagina xxx]

[comienzo pagina 1]>

1 — LA FORMA

Tomamos como [ya] dadas la idea de distincion y la idea de indicacion, y que no
podemos hacer una indicaciéon sin trazar [draw] una distincién. Por
consiguiente, tomamos la forma de distincién por/como la forma.

Definicion
Distincion es perfecta continencia.

Es decir, una distincién se traza estableciendo [by arranging] un limite
[a boundary] con lados separados de modo que un punto [que se encuentra] en
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[on] un lado no puede alcanzar [reach] el otro lado sin cruzar el limite. Por
ejemplo, en un espacio plano un circulo traza una distincion.

Una vez que una distincion es trazada, los espacios, estados, o contenidos
que se encuentran en cada lado del limite, siendo distintos, pueden ser
indicados.

No puede haber ninguna distinciéon sin motivo, y no puede haber ningin
motivo a menos [unless] que se vea que los contenidos difieren en valor.

Si un contenido es de valor, puede tomarse un nombre para indicar este
valor.

Asi el llamar [the calling] del nombre puede identificarse con el valor del
contenido.

Axiom 1. La ley del llamar

El valor de un llamado [call] hecho otra vez es el valor del llamado.

Es decir, si un nombre es llamado [if a name is called] y luego es llamado
de nuevo, el valor indicado por los dos llamados tomados conjuntamente es el
valor indicado por uno de los dos.

Esto es, para cualquier nombre, volver a llamar es [igual a] llamar.

Igualmente, si el contenido es de valor, un motivo o una intenciéon o
instruccion de cruzar [cross] el limite hasta [into] el contenido puede
considerarse [can be taken] que indica este valor.

De este modo [thus], el cruce [crossing] del limite puede identificarse con
el valor del contenido.

Axioma 2. La ley del cruce

El valor de un cruce [crossing] hecho otra vez no es el valor del cruce.

Es decir, si se tiene la intencion [if it is intended] de cruzar un limite y
luego se tiene la intenciéon de volver a cruzarlo, el valor indicado por las dos
intenciones tomadas conjuntamente es el valor que no indican ninguna de las
dos [is the value indicated by none of them].

Es decir, para cualquier limite, volverlo a cruzar [to recross] es [igual a]
no cruzar.<[fin de la pagina 2][comienzo de pagina 3]>

Capitulo 2- FORMAS EXTRAIDAS [taken out] DE LA FORMA

Construccion

Trace una distincion.
Contenido

Llamela la primera distincion.

Al espacio en que esta trazada, llamelo el espacio escindido [severed] o
segmentado [cloven] por la distincion.

A las partes del espacio configurado [shaped] por la escision o
segmentacion llamelas los lados de la distincion o, alternativamente, los
espacios, estados o contenidos distinguidos por la distincion.

22



Intencion

Tomese cualquier marca, [mark] sena [token] o signo [sign] con o con
respecto a la distincidon, como una senal [signal].

Llamese al uso de cualquier senal, su intencion [intent].
Primer canon. Convencion de la intencion

Limitese la intencion de una senal al uso que le esta permitido a la
misma.

Llamese a esto la convencion de la intencion. En general, lo que no esta
permitido, esta prohibido.<[fin de la pagina 3]

[comienzo pagina 4]

Conocimiento
Sea un estado distinguido por la distincion, marcado con una marca [

de distincion.

Sea el estado conocido por la marca.

Llamese al estado el estado marcado [the marked state].
Forma

Llamese al espacio dividido [cloven] por cualquier distincion, junto con el
contenido completo [entire] del espacio, la forma de la distincién.

Llamese, a la forma de la primera distincion, la forma.

Nombre

Sea una forma distinta de la forma [Let there be a form distinct from the
form].

Desde [from] la forma, copiese [be copied out] la marca de distincion
dentro [into] de esa [such] otra forma.

A cualquier copia tal de la marca [mark], llamesela una huella [token] de
la marca.

Sea cualquier huella de la marca llamada como un nombre del estado
marcado.

Deje que el nombre indique el estado [Let the name indicate the state].
Arreglo [arrangement]

Llamese un arreglo [an arrangement] a la forma [form] de un namero de
huellas [tokens] consideradas las unas con respecto de las otras (esto es,
consideradas en la misma forma).

Expresion

Llamese una expresion a cualquier arreglo concebido [intended] como un
indicador [indicator].<[fin de la pagina 4][comienzo de pagina 5]>
Valor

Al estado indicado por una expresion, llameselo el valor de la expresion.
Equivalencia

Llamense equivalentes a las expresiones del mismo valor.

Escribase un signo de equivalencia

[ = 1
entre expresiones equivalentes.

Ahora, por el axioma 1,

Llamese a esto la forma de la condensacion.
Instruccion
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Al estado no marcado con la marca, llameselo el estado sin marcar
[unmarked state].

Véase cada huella de la marca dividir [cleave] el espacio dentro del cual
es copiado. Es decir, sea cada huella una distincion en su propia forma.

Llamese al lado concavo [concave] de una huella, su interior [its inside].

Concibase cualquier huella [let any token be intended] como una
instruccion de cruzar el limite de la primera distincion.

Sea el cruce [crossing] desde [from] el estado indicado en el interior de la
huella.

Sea el cruce hacia [to] el estado indicado por la huella.

Deje que un espacio sin ninguna huella [let a space with no token]
indique el estado sin marcar [the unmarked state].

Ahora, por el axioma 2,

[ ]
Llamese a esto la forma de la cancelacion.<[fin de la pagina 5][comienzo
de pagina 6]>
Ecuacion

A una indicacién de expresiones equivalentes, llamesela una ecuacion.
Ecuacion primitiva [ Primitive equation]

Llamese a la forma de la condensaciéon una ecuacion primitiva.

Llamese a la forma de la cancelaciéon una ecuacion primitiva.

Ninguna otra ecuacion es primitiva [Let there be no other primitive
equation].

[continuacion pagina 6]>
Expresion simple

Notese que las tres formas de arreglo, [ ], vy la de ausencia de
forma, [ ], tomadas de las ecuaciones primitivas, son todas expresiones, por
convencion.

Llamese simple a cualquier expresion que consiste de una huella [token]
vacia.

Llamese simple a cualquier expresiéon que consiste de un espacio vacio
[empty].

Ninguna otra expresion es simple [Let there be no other simple
expression].
Operacion

Vemos ahora que si un estado puede [can] ser indicado usando una
huella como nombre, entonces puede [can] ser indicado usando la huella como
una instruccién sujeta a la convencion. Cualquier huella puede, por
consiguiente, tomarse como una instruccion para la operacion de una intencion,
y puede [may] serle dado a si misma el nombre [may itself be given a name]

cruce [cross]

para indicar cual es la intencién.
Relacion

Habiendo decidido que la forma de cada huella llamada cruce ha de ser
perfectamente continente [continent], hemos permitido s6lo una clase de
relacion entre cruces [crosses]: continencia [continence].<[fin de la pagina
6][comienzo pagina 7]>
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Restrinjase la intencion [intent] de esta relacion de modo que un cruce se
dice que contiene [contain] lo que esta en su interior [inside] y no contiene lo
que no esta en su interior.

Profundidad [depth]

En un arreglo a que se encuentra en [standing in] un espacio s, al
nimero n de cruces [crosses] que tienen que cruzarse [that must be crossed]
para llegar [reach] desde s a un espacio sn, llameselo la profundidad de s, con
respecto a s.

Al espacio a que lleg6 el mayor [the greatest] nimero de cruces hacia
dentro [inwards crosses] desde s, llameselo el espacio mas profundo en a.

Al espacio al que no ha llegado ningan cruce [the space reached by no
crossing], llameselo el espacio mas superficial [the shallowest] en a.

Asi

So =S

De cualquier cruce que se encuentre en cualquier espacio en un cruce c,
digase que esta contenido en c.

De cualquier cruce que se encuentre en el espacio mas superficial en c,
digase que se encuentra bajo c, o que esté cubierto por c.

Cruce no escrito [unwritten cross]

Supongase que cualquier s, estad rodeado por un cruce no escrito.

A los cruces que se encuentran bajo cualquier cruce c, escrito o no escrito,
llameselos los cruces impregnados [pervaded] por el espacio més superficial en
C.

Espacio impregnado [pervasive space]

De cualquier espacio dado s,, digase que impregna [pervade] cualquier
arreglo en el que s, sea el espacio méas superficial.

Al espacio s que impregna un arreglo a, sea o no a el Gnico arreglo
impregnado por s, llameselo el espacio impregnado de a.<[fin de la pagina 7]
[comienzo de la pagina 8]>

Capitulo 3- LA CONCEPCION DE LA CALCULACION |[calculation]
Segundo canon. La contraccion de la referencia

1 Construya un cruce [construct a cross].

2 Marquelo con c.

3 Seacsunombre.

4 Deje que el nombre indique el cruce.

Sean los cuatro mandatos [injunctions] de arriba (dos de intencion

constructiva, dos de intencion convencional [conventional intent])

contraidos [contracted] en el inico mandato de abajo (de intencion mixta
[mixed]).

[continuacion pagina 8]
1 Tome cualquier cruce c.
En general, contrdigase cualquier mandato hasta cualquier grado en
que el mismo pueda ser todavia seguido.
Tercer canon. Convencion de sustitucion
En cualquier expresion, cambiese cualquier arreglo por un
arreglo equivalente.
Paso [step]
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Llamese un paso a cualquier cambio tal.
Represéntense mediante un signo

[ ]
las palabras
se cambia a [is changad to]

Deje que una punta [barb] en el signo indique la direccion del cambio.

[fin de la pagina 8]
[comienzo de la pagina 9]
Direccion
Un paso puede ahora considerarse no sélo con respecto a su clase [kind],
como en

[ ]

[ ]

sino también con respecto a su direcciéon, como en

[ ]

[ ]
Cuarto canon. Hipotesis de simplificacion
Supongase que el valor de un arreglo sea el valor de una expresion
simple a la cual dicho arreglo pueda ser cambiado dando pasos.
Ejemplo. Para encontrar un valor del arreglo

[ ]

[ ] condensacion

[ ] cancelacion
para cambiarla por una expresion simple. Ahora, por la hipotesis de
simplificacion, su valor se supone que sea el estado marcado [the marked
state]. [fin de la pagina 9] [comienzo de pagina 10]

Asi se puede suponer el valor de cualquier arreglo si éste puede
simplificarse. Pero es evidente que algunos arreglos pueden simplificarse en
mas de una manera, y es concebible que otros no puedan ser simplificados en
absoluto. Por lo tanto, para mostrar que la hipotesis de simplificacion es un
util determinante del valor necesitaremos mostrar, en algin momento [at
some stage], que cualquier arreglo dado se simplificara [will simplify] y que
todos los procedimientos posibles para simplificarlo llevaran a una idéntica
expresion simple.

mas bien que

antes que

tomense los pasos simplificadores

Quinto canon. Expansion de la referencia

Los nombres usados hasta ahora para [designar] las ecuaciones
primitivas sugieren pasos en la direccion de la simplicidad, pero [and] [tal
como estan] [so] no resultan completamente adecuadas para que en efecto
puedan darse pasos en una u otra direccion [for steps which may in fact be
taken in either direction] Por consiguiente, expandimos la forma de
referencia.

condensacion [ ]

numero
confirmacion [ ]
cancelacion [ ]

orden
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compensacion [ ]

En general, una contracciéon de la referencia acompafa una expansion
de la claridad [awareness], y una expansion de la referencia acompana una
contraccion de la claridad. Si lo que se hizo a través de la claridad ha de
hacerse mediante regla, las formas de referencia tienen que crecer (es decir,
dividirse) para darle cabida [accommodate] a las reglas

[continuacion pagina 10]>

Al igual que la contraccion de la referenca, de la cual es una imagen, la
expansion de la referencia se da [occurs], originalmente, de manera espontanea
[of its own accord]. Al principio, podria, por lo tanto, parecer un procedimento
extrano introducir [call into being] una regla que la permita. Pero vemos, si nos
fijamos [if we consider it], que tenemos que invocar [call] una regla para
cualquier proceso que ocurra [happens] espontaneamente, a fin de salvar la
convencion de la intencion.

Asi, en general, sea cualquier forma de la referencia divisible sin
limite.<[fin de la pagina 10][comienzo de la pagina 11]>

Calculacion

Llamese calculacion [calculation] a un procedimiento por el cual, como
consecuencia de pasos, una forma se cambia por otra, y llamese un calculo
[calculus] a un sistema de construcciones y convenciones que permite la
calculacion.

Inicio [initial]

Las formas de paso [forms of step] permitidas en un célculo se pueden
definir como todas las formas que pueden verse en un conjunto dado de
ecuaciones. A la ecuaciones usadas de este modo [so used] para determinar
estas formas, llameselas las ecuaciones iniciales, o los inicios [initials] del
calculo.

El calculo [calculus] de indicaciones
Llamese calculo de indicaciones al céalculo determinado al tomarse las dos
ecuaciones primitivas

[ ]

como inicios [as initials].

Llamese la aritmética primaria, al calculo limitado a las formas generadas
a partir de [from] las consecuencias directas de esos inicios.<[fin de la pagina
11]

[comienzo pagina 12]>
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Capitulo 4 - LA ARITMETICA PRIMARIA

Inicio 1. Numero condensar
[ : confirmar
Inicio 2. Orden cancelar
: : compensar

Procederemos a distinguir configuraciones [patterns] generales,
llamadas teoremas, que pueden verse cuando estos inicios son considerados
formalmente [which can be seen through formal considerations of these
inttials].

Teorema 1. Forma

La forma de cualquier nitmero cardinal finito de cruces [crosses] puede
tomarse como la forma de una expresion.

Es decir, cualquier arreglo concebible de cualquier nimero entero de
cruces puede construirse a partir de una expresion simple mediante los pasos
iniciales del calculo.

Podemos probar este teorema encontrando un procedimiento de
simplificacion: ya que lo que puede ser reducido a una expresion simple puede
ser construido a partir de la misma desandando lo pasos [dados].

Prueba

Toémese cualquier arreglo a en un espacio s.

Procedimiento. Encuéntrese cualquier espacio que sea el mas profundo
en a. Se puede encontrar con una busqueda finita puesto que en cualquier a
dado el namero de cruces, y por ende, el nimero de espacios, es finito. <[fin de
la pagina 12][comienzo pagina 13]>

Llameselo el espacio sq.

Ahora bien, sq esta contenido en un cruce o no esta contenido en un
cruce.

Si sq no esta contenido en un cruce, entonces sq €s s y no hay ningtn
cruce en s, y asi a ya es simple.

Si sq esta en un cruce cq4, entonces cq estd vacio, puesto que si cq no
estuviera vacio sq no seria el méas profundo [deepest].

Ahora, cq se encuentra [stands] solo [alone] en s 0 no se encuentra solo
en s.

Si cq se encuentra solo en s, entonces a ya es simple.

Si cq no se encuentra solo en s, entonces cq tiene que encontrarse ya sea
[either]

(caso 1) en un espacio junto con otro cruce vacio (si el otro cruce no fuera
vacio cq no seria el mas profundo), o

(caso 2) solo en el espacio bajo [under] otro cruce.

Caso 1. En este caso cq se condensa con el otro cruce vacio. De este modo,
se elimina un cruce de a.

Caso 2. En este caso cq se cancela con el otro cruce. Asi, se eliminan dos
cruces de a.

Ahora, puesto que cada repeticion del procedimiento utilizado en el caso
1 o en el caso 2 (es decir, el procedimiento para un arreglo que no es simple)
desemboca en [results in] un nuevo arreglo con uno o dos cruces menos, llegara
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un momento en que, después de un namero finito de repeticiones, a habra sido
ya sea reducido a un cruce o eliminado completamente.

Asi, en cualquier caso, a es simplificado.

Por lo tanto, la forma de cualquier nimero cardinal finito de cruces
puede tomarse como la forma de una expresion.
Teorema 2. Contenido

Si cualquier espacio impregna [pervades] un cruce vacio, el valor
indicado en el espacio es el estado marcado.<[fin de la pagina 13][comienzo
pagina 14]>
Prueba

Considérese un expresion que consista de una parte p en un espacio con
un cruce vacio ce. Se requiere probar que en cualquier caso

PCe = Ce.

[continuacion pagina 14]>

Procedimiento. Simplifiquese p.

Si el procedimiento reduce p a un cruce vacio, entonces el cruce vacio se
condensa con c. y queda [remains] inicamente ce.

Si el procedimiento elimina p, entonces solo queda ce.

Por esto, la simplificacién de cada forma de pc. es ce.

Pero c. indica el estado marcado.

Por consiguiente, si cualquier espacio impregna [pervades] un cruce
vacio, el valor indicado en el espacio es el estado marcado.
Teorema 3. Concordancia [agreement]

La simplificacién de una expresion es unica.

Es decir si una expresion e se simplifica hasta una expresion simple es,
entonces e no se puede simplificar hasta una expresiéon simple que no sea es.

Al simplificar una expresion, podemos hacer una seleccién de los pasos.
Asi el acto de simplificar no puede ser un determinante tinico del valor a menos
que podamos encontrar en éste una forma independiente de esa seleccion.

Ahora, es claro que, para algunas expresiones, la hipoétesis de la
simplificacion proporciona [provide] un determinante dnico del valor, y
procederemos a aprovechar [use] este hecho para mostrar que proporciona tal
determinante para todas las expresiones.

Sea m cualquier nimero, mayor que cero, de tales expresiones que
indican el estado marcado.

Sea n cualquier nimero de expresiones tales que indican el estado sin
marcar [unmarked state].<[fin de la pagina 14][comienzo pagina 15]>

Por el axioma 1

mm = m
nn = n

y por simplificacion o el uso del teorema 2,
mn =m

Al valor de m llameselo un valor dominante, y al valor de n lldmeselo un
valor recesivo.

Estas definiciones y consideraciones pueden ahora resumirse en la
siguiente regla.
Sexto canon. Regla de la dominacion [dominance]

Si una expresion e en un espacio s muestra un valor dominante en s,
entonces el valor de e es el estado marcado. De lo contrario [otherwise], el
valor de e es el estado sin marcar.
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También, por definicion,

() m = -y

(i) N =

de modo que [ ] (1),
cancelacion,
(ii)

y [ ] (D),
(i1).

Prueba del teorema 3

Sea e en el espacio so. <[fin de la pagina 15][comienzo pagina 16]>

Procedimiento. Cuente el nimero de cruzamientos [crossings] desde s,
hasta [to] el espacio mas profundo en e. Si el nimero es d, llame sq al espacio
mas profundo.

Por definicion, lo cruces que cubren a sq estan vacios, y son los Gnicos
contenidos de sq.;.

Estando vacios, puede verse que cada cruce en sq-; indica solamente el
estado marcado, y asi la hipotesis de la simplificaciéon determina de un modo
unico su valor.

1 Hégase una marca m en el exterior de cada cruce en s4-;.

Sabemos por (i) que

ING=
Asi ningan valor en sq.; es alterado [changed], puesto que [since]
[ ] procedimiento
= - (1)
= condensacion.

Por consiguiente, el valor de e no es alterado [is unchanged]
[continuacion pagina 16]>

2 Luego considere los cruces en sq.».
Cualquier cruce en sq.-» estd ya sea vacio o cubre uno o mas cruces ya
marcados con m.
Si esta vacio, marquelo con m de modo que se aplican las consideraciones
[hechas] en 1.
Si cubre una marca m, marquelo con n.
Sabemos por (ii) que

n =
Asi ningan valor en sq-» es alterado [is changed].
Por consiguiente, el valor de e esta inalterado [is unchanged].<[fin de la
pagina 16]
[comienzo pagina 17]>
3 Considere los cruces en sg-s.
Cualquier cruce en sq-; esta ya sea vacio o cubre uno o mas cruces ya
marcados con m o n.
Si no cubre una marca m, marquelo con m.
Si cubre una marca m, marquelo con n.
En uno u otro caso [in either case], por las consideraciones [hechas] en 1
y 2, ningun valor en sq4.3 es alterado, asi que el valor de e esta inalterado.
El procedimiento en los espacios subsiguientes hasta s, no requiere
ninguna consideracion adicional.
De esta manera, mediante el procedimiento, cada cruce en e es marcado
unicamente [uniquely] con m o con n.
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Por consiguiente, por la regla de dominacion, queda determinado para e
un valor tinico en so. [a unique value of e in so is determined]

Pero el procedimiento deja el valor de e inalterado, y las reglas del
procedimiento son tomadas de las reglas de simplificacion.

Por lo tanto, el valor de e determinado por el procedimiento es el mismo
que el valor de e determinado mediante simplificacion.

Pero e puede ser cualquier expresion.

En consecuencia, la simplificacion de una expresion es Gnica.

Ilustracion. Sea e
[ 1.
El espacio mas profundo en e es s;, de modo que marque cruces primero
en sz
[ ]
luego en s-
[ ]<[fin de la pagina 17][comienzo
pagina 18]>
Luego en s;
[ 1
y finalmente en so.
[ 1.

Hay un valor dominante en so.

Por consiguiente,

e =m= -

Verifique [check] mediante simplificacion

[ ]
[ ] condensacion
[ ] cancelacion
(cinco veces).

Hemos mostrado que los indicadores de los dos valores en el calculo se
mantienen [remain] distintos cuando damos pasos hacia la simplicidad
justificando de este modo la hipoétesis de la simplificacion. Para la completitud
debemos mostrar ahora que permanecen [remain] similarmente distintos
cuando damos pasos alejandonos de la simplicidad.

Teorema 4. Distincion

El valor de cualquier expresion que se construye dando pasos a partir
de una dada expresiéon simple es distinto del valor de cualquier expresion
construida mediante pasos dados desde una expresion simple diferente.

Prueba

Considérese cualquier expresion compleja ec construida como una
consecuencia de pasos a partir [from] de una expresion simple es;.<[fin de la
pagina 18][comienzo pagina 19]>

Puesto que cada paso en la construccion de ec puede ser desandado
[retraced], existe una simplificacion de e. que lleva [leads] a es.

Pero, por el teorema 3, todas las simplificaciones de e. coinciden [agree].
Por ende, todas las simplificaciones de e. llevan a es.
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Asi, por la hipotesis de la simplificacion, el uso de la cual queda
justificado en la prueba del teorema 3, el anico valor posible de e. es el valor de
es.

Pero es tiene que ser [must be] una de las expresiones simples - o ,
que por definicion tienen valores distintos.

Por lo tanto, el valor de cualquier expresion que se construye dando
pasos a partir de una dada expresion simple es distinto del valor de cualquier
expresion construida mediante pasos dados desde una expresion simple
diferente.

Consistencia

Hemos mostrado ahora que los dos valores que las formas del calculo se
proponen indicar [are intended to indicate] no son confundidos por ningin
paso permitido en el calculo y que, por consiguiente, el calculo en efecto [in fact]
cumple [does carry out] su intencion.

Si, en un calculo que se propone [hacer] varias indicaciones, éstas son
confundidas en cualquier sitio [anywhere], entonces son confundidas
dondequiera [everywhere], y si son confundidas no se distinguen, y si no son
distinguidas, las mismas no pueden ser indicadas, y por ello el calculo no hace
ninguna indicacion.

De un célculo que no confunde una distinciébn que éste se propone
[hacer] se dira que es consistente.

Una clasificacion de las expresiones

Las expresiones del estado marcado pueden ser llamadas dominantes. La
letra m, a menos que se emplee de otra manera, puede considerarse que indica
[can be taken to indicate] una expresion dominante.

Las expresiones del estado sin marcar [unmarked state] pueden ser
llamadas recesivas. La letra n, salvo que sea empleada de otra manera, puede
considerarse que indica una expresion recesiva.<[fin de la pagina 19][comienzo
pagina 20]>

Teorema 5. Identidad

Las expresiones idénticas expresan el mismo valor.
En cualquier caso,
= X

Prueba

Por los teoremas 3 y 4 vemos que ningin paso dado a partir de una
expresion x puede cambiar el valor expresado por x.

Por consiguiente, cualquier expresion a la que pueda arribarse [can be
reached] mediante pasos desde x tiene que tener el mismo valor que x.

Pero a una expresion idéntica a x puede llegarse dando pasos desde x y
recorriéndolos luego a la inversa [and then retracing them).

Asi cualquier expresion idéntica a x tiene que expresar el mismo valor
que Xx.

Por lo tanto,

en cualquier caso.
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Teorema 6. Valor

Las expresiones con un mismo valor [of the same value] pueden hacerse
idénticas [can be identified].
Prueba

Si x expresa el mismo valor que y, entonces tanto x como y se
simplificaran hasta la misma expresion simple, llamela es.

[sigue]...
[continuacion pagina 20]

Sea v = es. De este modo, v también se simplificara hasta es, y asi a v se
llegara ya sea desde x o desde y, dando pasos hasta e y luego volviendo sobre
los pasos [retracing] de la simplificacion de v.

Asi

y
y = wvu.<[fin de la pagina 20][comienzo

pagina 21]>

Por consiguiente, por la convencion de la sustitucion, tanto x como y
pueden ser cambiadas por una idéntica expresion v en cada caso.

Pero x e y pueden ser cualesquiera expresiones equivalentes.

Por lo tanto, las expresiones con un mismo valor pueden hacerse
idénticas.

Teorema 7. Consecuencia

Las expresiones equivalentes a una idéntica expresion son equivalentes
entre si.

En cualquier caso, si

X = v
y
y =v
entonces
X = y.
Prueba

Sea es simple, y seav = es.

Ahora, puesto que x = v e y = v, aesse puede llegar mediante pasos
desde x y mediante pasos desde y.

Procedimiento. Dé los pasos que llevan desde x hasta es, y desde es
recorra a la inversa los pasos [retrace the steps] que van desde y a es.

De este modo, se llega a y mediante pasos a partir de x.

Por consiguiente, si

X = v
y

y =v
entonces

X =

en cualquier caso. <[fin de la pagina 21][comienzo de la pagina 22]>
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Teorema 8. Invariancia

Si espacios sucesivos Sn, Sn+1, Sn+2 Son distinguidos por dos cruces, Y Sn+
impregna una expresion idéntica a toda [the whole] la expresion en sp.o,
entonces el valor de la expresion resultante s, es el estado sin marcar.

En cualquier caso,

1.
Prueba
Seap = - . En este caso
[ ] sustitucién
= orden (dos veces).
Ahoraseap = . En este caso
[ ] sustitucion
= orden.
No hay ningtn otro caso de p, teorema 1.
No hay ningin otro modo de sustituir
cualquier caso de p, teoremas 5, 6.
Por consiguiente,
[ ]

en cualquier caso.
Teorema 9. Varianza [variance]

St espacios sucesivos Sn, Sn+1, Sn+2 Son arreglados de modo que sn, Sn+: SON
distinguidos por un cruce, Yy Sn+i, Sn+2 son distinguidos por dos cruces, (estando
asi sn+2 en dos divisiones), entonces toda la expresion e en s, es equivalente a
una expresion similar en otros<[fin pag. 22][comienzo pagina 23]>respectos a
e, en la cual una expresion idéntica ha sido sacada de cada divisiéon de sn+2 Yy
puesta dentro de s. [sigue]...

[continuacion pagina 23]>
En cualquier caso

[ = ]r.
Prueba
Sear = - .
Asi
[ N = ] sustitucién
= ] teorema 2 (dos veces)
= - orden 2 (dos veces)
y
[ I = [ 1= sustitucion
= o teorema 2.
Por lo tanto, en este caso,
[ 1= Ir teorema 7.
Ahorasear =
Asi
[ ] Sl [ ] sustitucion
Y
[ e [ ] sustitucidén.<[fin de la

pagina 23] [comienzo pagina 24]>
Por consiguiente, en este caso,
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[ 1~ =8 1r teorema 7.

No hay ningin otro caso de r, teorema 1.
No hay ningtn otro modo de sustituir cualquier
casoder, teoremas 5, 6.
Por lo tanto
[ 5= [ 1r

en cualquier caso.

Una clasificacion de los teoremas

Los primeros cuatro teoremas contienen una enunciacion [a statement]
de la completitud y la consistencia de la representacién. La prueba de los
mismos envuelve [comprise] una justificacion del uso de la aritmética primaria
como un sistema de indicadores de los estados distinguidos por la primera
distincion. Los llamamos teoremas de representacion.

Los tres siguientes teoremas justifican el uso de ciertos procedimientos
de contraccién [procedural contractions] sin los cuales las subsiguientes
justificaciones podrian volverse insoportablemente engorrosas [cumbersomel].
Los llamamos teoremas de procedimiento.

Los dos ultimos teoremas serviran como una puerta de entrada a un
nuevo calculo. Los llamamos teoremas de conexion.

El nuevo calculo mismo dara origen a teoremas adicionales [further] que,
cada vez que describan aspectos del nuevo calculo sin referencia directa al
anterior [without direct reference to the old], seran llamados puros teoremas
algebraicos, o teoremas de segundo orden.

Ademas, encontraremos teoremas acerca de los dos calculos
considerados conjuntamente. El teorema puente [bridge theorem] y el teorema
de completitud son ejemplos, y los podemos Illamar teoremas mixtos
[mixed].<[fin de la pagina 24][comienzo de pagina 25]>

Capitulo 5. UN CALCULO SACADO FUERA DEL CALCULO [taken out
of the calculus]

Sean huellas [token] con forma de variable [Let token with variable
form]

ab, ..

que indican expresiones en la aritmética primaria.

Sean sus valores desconocidos excepto en cuanto, por el teorema 5,

a=a b=0»b,..

Sean huellas con forma de constante
que indican instrucciones de cruzar el limite de la primera distincion de acuerdo
con las convenciones ya introducidas.

[sigue]...

[continuacion pagina 25]>
Llamese a cualquier huella con forma de variable al igual [after] que su
forma.

A cualquier huella con forma de constante llamesela
cruce.
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Tomense las indicaciones usadas en la descripcion del teorema 8, fuera

de contexto de modo que
[ 1= :

Llamese a esto la forma de la posicion.<[fin de la pagina 25][comienzo
pagina 26]>

Tomense las indicaciones usadas en la descripcion del teorema 9, fuera
de contexto de modo que

[ 1=1 1.

Llamese a esto la forma de la transposicion.

Sean las formas de la posicion y la transposicion tomadas como los
inicios [initials] de un calculo.

Véase este calculo como un calculo para la aritmética primaria.

Llamelo el algebra primaria.
Calculacion [calculation] algebraica

En las algebras, para el uso del signo =, se aceptan cominmente como
implicitas dos reglas.
Regla 1. Sustitucion

Sie = f,ysih es una expresion construida mediante la sustitucion de
cualquier aparicion de e en g por f, entonces g = h.

Justificacion. Esta regla es una reformulacion de la convencion
aritmética de sustitucion junto con una inferencia a partir de los teoremas de

representacion.
Regla 2. Reemplazo [replacement]

Si e = f, y si cada huella de una dada expresion de variable
independiente v en e = f es reemplazada por una expresion w, no siendo

necesario para v, que w sea equivalente, o para w ser independiente o variable,
y si como resultado de este procedimiento e se vuelve [becomes] jy f se vuelve
k, entoncesj = k.

Justificacion. Esta regla se deriva del hecho, probado en los teoremas de
conexion, de que podemos encontrar expresiones equivalentes, no idénticas,
que, consideradas aritméticamente, no son totalmente reveladas [wholly
revealed]. En una ecuaciéon de tales expresiones cada indicador de variable
independiente representa [stands for] una expresion [cuyo valor] puede
cambiarse a voluntad [y] que, siendo desconocido excepto en cuanto, por el
teorema 5, su valor debe considerarse ser [must be taken to be]<[final de la
pagina 26] [comienzo de pagina 27]> el mismo dondequiera que su indicador
aparezca. De ahi que su indicador puede también ser cambiado a voluntad,
siempre y cuando [provided only that] el cambio se haga en cada apariciéon del
indicador.

Indizacién [indexing]

Los miembros numerados de una clase de hallazgos [findings] seran de
aqui en adelante [henceforth] indizados con una letra maytscula que denota la
clase, seguida de un cifra [figure] que denota el nimero del miembro. Las
[diferentes] clases seran indizadas asi.

Consecuencia C
Inicio de la aritmética primaria I

Inicio del algebra primaria J
Regla R
Teorema T

Ciertas ecuaciones, designadas con la letra E, seran también indizadas, pero la
referencia en cada capitulo sera confinada a un conjunto separado. Asi E1, etc.,
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en el Capitulo 9 intencionalmente no seran las mismas ecuaciones que Ei, etc.,
en el Capitulo 8.<[fin de la pagina 27 y fin del Capitulo 5]

[comienzo pagina 28]>

Capitulo 6 - EL ALGEBRA PRIMARIA

Inicio 1. Posicion

J1 [ = sacar [take
out]

poner [put
in]
Inicio 2. Tranposicion
J2 [ 1=1 ] reunir
[collect]

distribuir

Procederemos a distinguir patrones [patterns] particulares, llamados
consecuencias, que pueden encontrarse en secuencias de manipulaciones de
esos inicios [initials].

Consecuencia. Reflexion

C1 [ = a reflejar
[reflect]
Reflejar

Demostracion

Primero hallamos

[ 1=1 ]

mediante J1. Usamos R2 para convertir [ ] = en
[ IR= cambiando cada aparicion [appearance] de p <[fin de la
pagina 28] [comienzo pagina 29]> en una aparicion de [ ] . Luego usamos
R1 para cambiar una aparicion de en una aparicion de [

1 en el espacio [que contiene] la expresion original [], encontrando asi
[que] [ 1=1 1.

Después hallamos

[ 1=1 ]

por medio de J2. Hacemos uso de la licencia permitida en la definicién (p. 5)
de = para convertir [ 1t =l ] en [ 1=1 1 A
continuacion usamos la licencia permitida en la definicion (p. 6) de relaciéon
para cambiar esto en [ 1E
[ ] . Usamos luego R2 para cambiar cada apariciéon de p en esta ecuacidn,
en una aparicionde[ ], hallando asi [ 1 =1 ]. Usamos R2 otra

vez para cambiar cada aparicion de g en esta ecuacidn, en una aparicion de a,
y luego de nuevo para cambiar cada aparicién de r en una aparicion de [ ] I
encontrando de este modo [que]

[ 1=1 )
Luego hallamos
[ 1=1 ]
mediante J1. Por la primera ecuacion hallamos [que] [ 1= , <[fin
de la
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pagina 29][comienzo pagina 30]> y ahora s6lo necesitamos usar R1 para

cambiar la
aparicion de [ ] en el espacio [que contiene] [ ], en una aparicion
de
en [ ] para hallar [ ="
¥
Luego hallamos
[ 1 =1 ]
por medio de J1. Usamos R2 para convertir [ Jr= en [ ]
cambiando toda p en a, y después usamos R1 para cambiar en [
1 en el espacio [que contiene] [ 1, hallando asi [ 1=
d-
Luego hallamos
[ 1 =1 ]

por medio de J2, usando R2 para cambiartoda p en [ ], y después toda ¢
en[ ],yluegotoda r en a.
Y finalmente, encontramos

[ ] = a
mediante J1. Hallamos que [ = usando R2 para cambiar
<[fin de la pagina 30] [comienzo pagina 31> toda p en [ 1, y luego usamos
R1 para cambiar [ ]len en el espacio [que contiene] a,

encontrando asi|[ ] = a.

Esto completa una detallada exposicion de cada uno de los seis pasos.
Podemos ahora usar T7 cinco veces para hallar

[ I =a

y esto completa la demostracion.
[continuacion pagina 31]>

Repetimos esta demostracion, y damos las subsiguientes demostraciones,
con soélo los indices claves [key indices] para el procedimiento.

[ ]

] J1
1 J2
] J1
J1
| J2
J1. <[fin de la pagina 31] [comienzo

|
Q BT B 1
e

pagina 32]>

Consecuencia 2. Generacion

C2 [ 1 3 ] degenerar
regenerar

Demostracion

[ ]

[ ] C1

[ ] C1
== ] J2

[

[

| J1
1 C1.
Consecuencia 3. Integracion
C3 “a= - reducir
aumentar
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Demostracion

= d

=[ ]

= [ ]
pagina 33]>
Consecuencia 4. Ocultacion
Cq [ ]l =a
Demostracion

[ ]

= [ ]

= [ ]

=4
Consecuencia 5. Iteracion
Cs aa = a
Demostracion

aa

=[ 1

="
Consecuencia 6. Extension
Co6 [ = a
Demostracion

]

= [ ]
pagina 34]>

= [ ]

=[ 1

=a

[sigue]....

[continuacion pagna 34]
Consecuencia 7. Escalon [echelon]

C2
C1
J1. <[fin de la pagina 32] [comienzo

ocultar [conceal]
revelar

C2
C2
J1.

iterar
reiterar

C1
C4.

contraer
expandir

C1 <[fin de la pagina 33] [comienzo

J2
J1i
C1.

C7 [ IF= L ] romper [brake]
hacer [make]
Demostracion
[ ]
=4l ] C1
= [ ] J2
= |/ | C1.
Consecuencia 8. Transposicion modificada
C8 [ 1 =l ] reunir [collect]
Distribuir
Demostracion
[ ]
= [ ] C1
o [ ] J2
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= [ ] ¢7. <[fin de la pagina 34]
[comienzo pagina 35]>
Consecuencia 9. Transposicion de cruce [crosstransposition]

Co [ ] transponer el cruce
[crosstranspose]
=35 ] (reunir) [collect]
transponer el cruce
(distribuir)
Demostracion
[ ]
= [ ] Ci1,
J2,
C1
=i ] C8,
C1 (tres veces)
= [ ] C2,
C1
= [ ] C2
=4 ] Ceé.

La clasificacion de las consecuencias

Al clasificar estas consecuencias, no hace falta [there is no need to] confinarlas
rigidamente a las forma de arriba. El nombre de una consecuencia puede
indicar una parte de la consecuencia, como en
-, _ integracion. <[fin de la

pagina 35] [comienzo pagina 36]>
En otro caso puede indicar reflejos [reflexions] como en

[ 1=1 ] transposicion o escalon
)

[ 191 1 extension.
En otro caso puede incluso [yet] indicar una forma de cruce transpuesto
[crosstransposed form] tal como

[ ] =a extension.
Tampoco, como hemos visto ya en un caso, las clases de consecuencia son
propiamente distintas. Lo que estamos haciendo es indicar nimeros cada vez
més grandes de pasos en una sola indicacidon. Esta es la forma dual de la
contraccién de una referencia, notablemente la expansién de su contenido. Nos
deshacemos [shed] del trabajo de calculacion [calculation] tomando un namero
de pasos como un solo paso. [sigue]...

[continuacién pagina 36]>

De este modo si consideramos la equivalencia de los pasos, encontramos

[ 1=T1.
También, puesto que volver sobre un paso puede considerarse como no darlo,
tenemos

[ 1=
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Pero ahora si permitimos pasos en la indicacion de pasos, encontramos que el
calculo resultante es inconsistente.
Asi

0
[ 1=[ 1,
segin qué paso damos primero. <[fin de la pagina 36] [comienzo pagina 37]>
Por consiguiente,
] 1;

que sugiere que, en cualquier calculacion, consideramos cualquier nimero de
pasos, incluso cero, como un paso.

Esto concuerda con nuestra idea de la naturaleza de un paso que, como
ya hemos determinado, no estd concebido [is not intended] para cruzar un
limite.

Una clasificacion adicional de las expresiones

La consideracion algebraica del calculo de indicaciones nos lleva a una
distincion adicional entre expresiones.

Las expresiones del estado marcado pueden ser llamadas integrales
[integral]. La letra m, salvo que esté empleada de otra manera, puede
considerarse que indica una expresion integral.

Las expresiones del estado sin marcar pueden ser llamadas desintegrales
[disintegral]. La letra n, a menos que esté empleada de otra manera, puede
considerarse que indica una expresion desintegral.

Las expresiones de un estado que se sigue de[consequent on] los estados
de sus indicadores desconocidos pueden ser llamadas consecuentes
[consequential]. La letra v, salvo que sea empleada de otro modo, puede
considerarse que indica una expresion consecuente. <[fin de la pagina 37 y del
Capitulo sobre el algebra primaria]
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[comienzo pagina 38]>

Capitulo 7- TEOREMAS DE SEGUNDO ORDEN

Teorema 10

El alcance [scope] de J2 puede ser extendido a cualquier nimero de
divisiones del espacio Snps+o.

En cualquier caso,

[ 1=1 14

Prueba

Consideramos los casos en que snp+2 es dividido respectivamente entre o,
1, 2 ymas de 2 divisiones. En el caso de 0

T — N C3
En el casode 1
[ 1r=ar C1
=N C1.
En el caso de 2 [ 1 r 3 ] J2.
En caso de mas de 2
[ 1r
= [ i C1 (tantas veces
como

sea necesario)
<[fin de la pagina 38] [comienzo pagina 39]>

= [ ] J2  (tantas veces
como
sea necesario)
=8 ] C1 (tantas veces
como
en los
anteriores).

Esto completa la prueba.

Teorema 11
El alcance de C9 puede ser extendido como en Tio0.
[ 1=1 ]
= [ 1L ]
Las pruebas de Ti1 y de Ti2 se obtienen [follow] como en las
demostraciones de C8 y Cog, usando T10 en vez de J2.

Teorema 13

El proceso generativo en C2 puede extenderse a cualquier espacio [que
no sea] mas superficial [not shallower] que aquél en que la variable generada
aparece por primera vez [than that in which the generated variable first
appears].
Prueba

Consideramos los casos en los que se genera una variable en los espacios
0, 1 ymas de 1 espacio mas profundos [deeper] que el espacio de la variable de
origen. En el caso de o

[ 1g =1 1 gg C5. <[fin de la

pagina 39] [comienzo pagina 40]>
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En el caso 1

[ lg

= [ lg Ca.
En el caso de mas de

[ lg

= [ lg C2

= [ lg C2

= [ lg C2

y asi sucesivamente. Resulta claro que no hace falta [agregar] ninguna otra
consideracion para la generacion adicional [further] de g, y es obvio [plain] que
puede alcanzarse [can be reached] cualquier espacio [que no sea] maés
superficial que aquél en que se encuentra g [than that in which g stands].

[siguel]...

[continuacién pagina 40]>

Es conveniente considerar J2, C2, C8 y C9 como extendidos por sus
respectivos teoremas, y dejar que el nombre del inicio [initial] o consecuencia
denote también el teorema que lo extiende.

Teorema 14. Canon con respecto a la constante

A partir de cualquier expresion dada, puede derivarse una expresion
equivalente no mas profunda que dos cruces [not more than two crosses deep].
Prof.

Supongase que una expresion dada e tiene i espacios de maxima
profundidad [deepest], de profundidad d, y que d > 2.

Llevamos a cabo un procedimiento de reduccion de la profundidad con
C7. La inspeccion de las posibilidades muestra que no se necesitan mas de 2i — 1
pasos para hallar e = e; de modo que e; tenga (digamos) j espacios [de
méaxima profundidad] de profundidad d — 1. (El nimero mayor de pasos se
necesita en caso <[fin de la pagina 40] [comienzo pagina 41]> de que la parte de
Si-oen e es lanica parte que contiene sq, y cada division de sq esta contenida
en una division separada de sq-:.) Si (d —1)> 2 continuamos el procedimiento
a lo sumo con 2/ — 1 pasos adicionales para hallar e, = e. de modo que e. estéa
s6lo d — 2 cruces de profundidad [crosses deep]. Vemos que el procedimiento
puede continuarse hasta que encontremos e = eq. de modo que eq- se
encuentre a s6lo d - (d — 2) = 2 cruces de profundidad, y con esto se completa
la prueba.

Teorema 15. Canon con respecto a una variable
A partir de cualquier expresion dada, puede derivarse una expresion
equivalente de modo que contenga no mas de dos apariciones de cualquier

variable dada.
Prueba
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La prueba es trivial para una variable que no esté contenida en la
expresion original e, y podemos asi confinar nuestra [atencion] a la
consideracion del caso de una variable v contenida en e. Ahora, por C1 y T14

e=...[ 1. s,
enlaque a,b,...,p,q,...,%Y,... y f representan [stand for] arreglos
[arrangements] apropiados a la expresion e,
=...[ 1f
[ ... GN
J2,
C1 (cada uno tantas veces como
sea necesario)
=...[ i llamando g¢g-=
[ I
T [ ] g Cl,

J2 (dos veces cada uno)
y esto completa la prueba. <[fin de la pagina 41] [comienzo pagina 42]>

Capitulo 8 — VOLVIENDO A UNIR [re-uniting] LOS DOS ORDENES
Contenido, imagen y reflejo

Para cualquier expresion e, llamese a e el contenido, llamesea [ ] la
imagen, y llamese a [ ] el reflejo.

Puestoque [ ] = e, el acto de reflejo es un regreso desde una imagen
a su contenido, o desde un contenido a su imagen.

Supongase que e es un cruce. El contenido de e es el contenido del
espacio en que se encuentra, no el contenido del cruce que marca el espacio.

En general, un contenido esta donde lo hemos marcado, y una marca no
se encuentra dentro del limite que configura [shaping] su forma, sino dentro del
limite que lo rodea y configura otra forma. De este modo, al describir una forma,
encontramos una sucesion,

[sigue]...

[continuacion pagina 42]>

contenido

contenido  imagen

contenido  imagen contenido

contenido  imagen contenido imagen...

Espacio indicativo

Si so es el espacio que e impregna [the pervasive space of e], el valor de
e es su valor para so. Si e es la totalidad de la expresiéon en so, so toma el
valor de e y podemos llamar a s, el espacio indicativo de e.

Al evaluar a e nos imaginamos a nosotros mismos en s, con e y, de
este modo, rodeados por el cruce no escrito [unwritten cross] que es el limite
[boundary] para s.;. <[fin de la pagina 42] [comienzo pagina 43]>
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Séptimo canon. Principio de relevancia

Si una propiedad es comin a toda [every] indicacion, no necesita ser
indicada.

Un cruce no escrito es comun a toda expresion en el calculo de
indicaciones y por ende no necesita estar escrito, De manera similar, un valor
recesivo es comun a toda expresion en el calculo de indicaciones y, en virtud de
este principio, tampoco tiene ningn indicador necesario alli [has no necessary
indicator there].

En la forma de cualquier calculo, encontramos las consecuencias en su
contenido, y los teoremas en su imagen.

De este modo

[ 1= =

es una consecuencia en la aritmética primaria y, por consiguiente, en el
contenido de ésta.

Demostracion
[ ]
=i} ] I2
=4l ] I2
= - 11.

Una consecuencia es aceptable porque nosotros fuimos quienes
decidimos las reglas. Todo lo que tenemos que mostrar es que la misma se sigue
por medio [through] de éstas.

Pero con excepcion de las consecuencias mas simples, cualquier
demostracion de las mismas en el contenido de la aritmética primaria resulta
repetitiva y tediosa, y podemos contraer el procedimiento empleando teoremas
que son acerca de la aritmética primaria, o estan en la imagen de ésta [which
are about, or in the image of, the primary aritmethic]. Por ejemplo, en vez de
demostrar la consecuencia de arriba, podemos usar T2.

T2 es el enunciado [statement] de que todas las expresiones de
una cierta clase, que <[fin de la pagina 43] [comienzo pagina 44]> [dicho
enunciado] describe sin enumeracion, y de las cuales la expresion de arriba
puede reconocerse como un ejemplo, indican el estado marcado. La prueba de
[este enunciado] puede considerarse como una demostraciéon simultanea de
todas las simplificaciones de expresiones de la clase descrita.

Pero el teorema en si no es una consecuencia. Su prueba no
procede segun las reglas de la aritmética, sino que, en vez de eso, se sigue
[follows] por medio de [through] ideas y reglas de razonamiento y de computo
[counting] para las cuales, a estas alturas [at this stage], no hemos hecho nada
que las justifique.

Asi, si alguna persona no acepta una prueba, lo inico que podemos
hacer es intentar una prueba diferente [we can do no better than try another] .
Un teorema es aceptable porque lo que éste enuncia [states] es evidente, pero
como una regla no consideramos que merezca ser registrado si su evidencia no
necesita que, de alguna manera, se la haga evidente. Esta regla encuentra una
excepcion en el caso de un axioma, que puede aparecer como evidente sin
ninguna orientacion adicional. Tanto los axiomas como los teoremas son
enunciados mas o menos simples acerca de los principios fundamentales
[ground] donde hemos elegido asentarnos [the ground on which we have
chosen to reside].

[sigue]...
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[continuacion pagina 44]>

Puesto que los pasos iniciales del algebra se dieron para representar teoremas
acerca de la aritmética, depende de nuestro punto de vista el que a una ecuaciéon
con variables la consideremos como si expresara una consecuencia en el algebra
o un teorema sobre la aritmética. Cualquier consecuencia demostrable puede
ser, alternativamente, probada como un teorema, y este hecho puede resultar
atil dondequiera que la secuencia de pasos sea dificil de encontrar. Asi, en vez
de demostrar en el algebra la ecuaciéon
[ 1=1 s
podemos probarla mediante la atitmatica.
Llamese [call]

E1 [ 1 =4
y
E2 [ 1 = y. <[fin de la pagina 44] [comienzo pagina
451>
Témese a = - . De este modo
be =4 ] sustitucion en E1
= [ ] I2
= [ ] T2,
T7
= [ ] T9
= [ ] T2
— VB I2 (dos veces)
y [tenemos]
s—_L ] sustitucién en E2
= [ | T2
= [ I2 (dos veces)
y por ende x = y en este caso, 15
Ahora, tomese a = . Asi
x = ] sustitucion en E1
=[ ] T2,
Ty
=] ] T9 <[fin de la pagina 45]
[comienzo pagina 46]> =[ ] T2
= [ I2 (dos veces)
y [tenemos]
y =[ 1 sustitucién en E2
= ] T2
=[ ] I2
y, por lo tanto, x = y en este caso, T7.
No hay ningin otro caso, T1.

Por consiguiente x = y.

Por su origen, las consecuencias en el algebra son aritméticamente
validas, de modo que podemos utilizarlas como nos plazca para acortar la
prueba.

Prueba abreviada
Tomese a = - . Asi
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x = ] sustituciéon en E1
ES [ ] C?)’
C1 (tres veces)
y [tenemos]

y =1 ] sustitucion en E2
= . Cs,
C1 (dos veces)
y de este modo x = y en este caso, T7. <[fin de la pagina 46]

[sigue]...

[comienzo pagina 54]>

Capitulo 11 - ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Hasta el momento, hemos obedecido una regla (teorema 1) que requiere que
cualquier expresion dada, en la aritmética o en el algebra, sea finita. De lo
contrario, por los cénones hasta ahora invocados [called], no tendriamos
ningan medio de encontrar su valor.

De ahi se sigue que, en un nimero finito de pasos, puede llegarse a
cualquier expresion dada a partir de cualquier otra expresion equivalente.
Encontraremos conveniente adoptar [extract] este principio como una regla
para caracterizar el proceso de demostracion.

Noveno canon. Regla de demostracion

Una demostracion descansa [rests] en un némero finito de pasos.

Un modo de ver que esta regla es obedecida es contar los pasos.No
necesitamos confinar su aplicaciéon a ningin nivel dado de consideracién. En
una expresion algebraica cada variable representa un namero de cruces
desconocido (o inmaterial), y por ende no es posible en este caso contar pasos
aritméticos. Perp aun podemos contar pasos algebraicos.

Podemos notar que, de acuerdo con la observaxién del Capitulo 6 sobre la
naturaleza de un paso, no importa si varios conteos no coinciden [disagree],
siempre que [as long as] al menos un conteo sea finito.

Considérese la expresion

[ 1 . <[fin de la pagina 54] [comienzo pagina 55]>
Proponemos ahora generar una secuencia de pasos con la siguiente forma.

[ ]

= [ ]
Cs

= [ ]
C1

= [ ]
J2

= [ ]
Cq
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C1
= [ 1
Cs
= [ ]
C1 = ]
J2
= [ ]
C4
= [ ]
C1

etc. No hay ningun limite para la posibilidad de continuar la secuencia, y asi no
hay limite para el tamano del escalonamiento [echelon] de [expresiones] de a’s y
b’s alternandose, con las cuales [ ] puede ser igualada. <[fin de la pagina 55]
[comienzo pagina 56]>

Imaginémonos, si podemos, que la orden de empezar la secuencia de
pasos nunca es revocada [countermanded] de modo que el proceso contintia
indefinidamente. En el espacio ésto nos dara un escalonamiento sin limite, de la
forma

[ ]

Ahora, puesto que a esta forma, por ser interminable [endless], no puede
llegarse en un nimero finito de pasos a partirde[ ] , no esperamos que
necesariamente [dicha forma] exprese el mismovalorque[ ] . Pero por
medio de un exhaustivo examen de las posibilidades, podemos establecer
[ascertain] qué valores podria tomar en los diversos casos de a, b, y
compararlos con los de la expresion finita.

Reingreso [re-entry]

La clave [radica en] ver que la parte cruzada [crossed] en cada
profundidad par [even depth] es idéntica a toda la expresidon, que puede asi
considerarse como reingresando a su propio espacio interior [inner] en cada
profundidad par. Asi

[sigue]...

[continuacion pagina 56]>
f=1 ]
E1 =1 1.
Podemos ahora encontrar, mediante la regla de dominaciéon [dominance], los
valores que f puede asumir en cada caso posible de a,b.

[ 1l =71 E1

[ ] =n

[ ] =m

[ l =n

[ ] = m o n.<[fin de la pagina 56] [comienzo pagina
57]> Para el altimo caso supéngase f = m. Luego

[ l=m
y asi E1 es satisfecho. Supoganse ahora f = n. Entonces

[ l=n

y de este modo E1 es satisfecho de nuevo. Por ende, la ecuacién tiene, en este
caso, dos soluciones.
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Es evidente, entonces, que a partir de una expresion e podemos,
mediante un nimero ilimitado de pasos, arribar a una expresion e’ que no es
equivalente a e.

Vemos que, en un caso tal, ya no se cumplen [no longer hold] los
teoremas de representacion, puesto que el valor aritmético de e’ no se
encuentra, para todo caso posible de a,b, determinado de manera tnica.
Indeterminacion [indeterminacy]

Hemos asi introducido en e’ un grado de indeterminacion con respecto a
su valor que no necesariamente se resuelve (como en el caso de la
indeterminacion introducida meramente por causa del uso de variables
independientes) fijando el valor de cada variable independiente. Pero esto no
excluye [que podamos] igualar una expresion tal con [alguna] otra
[another], siempre que el grado de indeterminacion mostrado por cada
expresion sea el mismo.

Grado [degree]

Podemos tomar el grado evidente de esta indeterminacién para clasificar
la ecuacion en la que tales expresiones son igualadas.

Es evidente que J1y J2 se cumplen para todas las ecuaciones, cualquiera
que sea su grado. Asi es posible usar el procedimiento corriente <[fin de la
pagina 57] [comienzo pagina 58]> de demostracion (esbozado en el Capitulo 6)
para verificar una ecuacion de grado >1. Pero se nos niega el procedimiento
(bosquejado en el Capitulo 8) de referirse a la aritmética para confirmar una
demostracion de cualquier ecuacion semejante, puesto que la excursion hacia la
infinidad emprendida para producirla nos ha negado nuestro anterior acceso a
un conocimiento completo de donde nos encontramos en la forma. De ahi que
se hizo necesario, antes de alejarnos [before departing], extraer la regla de la
demostracion, porque ésta se vuelve ahora, con la regla de dominacién, un
principio rector [guiding principle] por medio del cual todavia podemos hallar
nuestro camino.

Estado imaginario

La pérdida de nuestra conexién con la aritmética se ilustra mediante el
siguiente ejemplo. Sea
E2 f2 = [ ]

E3 Js =1 ]
Claramente, cada [caso de] E2, E3 puede representarse en la aritmética
igualando una u otra f con la misma expresion infinita, asi

ﬁ’ f3 = [ ]

[sigue]...
[continuacién pagina 58]>

Pero [queda] igualmente claro que, mientras E2 le da cabida [is open] a las
soluciones aritméticas - o , cada una de las cuales lo satisface sin
contradiccién, E3 no es satisfecho por ninguna de esas soluciones, y no puede,
por lo tanto [thereby], expresar el mismo valor que E2. Y puesto que - 'y
representan los unicos estados de la forma contemplados [envisaged] hasta
ahora, si queremos pretender que E3 tiene una solucion, tenemos que permitirle
tener una solucién que represente un estado imaginario de la forma, no
considerado hasta el momento.

Tiempo
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Puesto que no deseamos, si podemos evitarlo, abandonar [to leave] la
forma, el estado que contemplamos no esta en el espacio sino en el tiempo.
(Siendo posible <[fin de la pagina 58] [comienzo pagina 59]> ingresar [enter] a
un estado del tiempo sin dejar el estado del espacio en que uno ya esta alojado).

Una manera de imaginarse esto es suponer que la transmision de un
cambio de valor a través del espacio en que [este valor] esta representado, toma
tiempo para cubrir la distancia. Considérese un cruce [cross]

[ ]
en un plano. Una indicacién del estado marcado es mostrada por el sombreado.

Supongase ahora que la distincion trazada por el cruce sea destruida por
un tunel bajo la superficie en que la misma aparece. En la figura 1 vemos los
resultados de semejante destruccion en los intervalos ti, t, . . .

Frecuencia

Vemos que una vez que le damos [alguna] rapidez [speed] a la
transmision de una indicacion de valor, tenemos también que darle una
direccion, de modo que se convierte en una velocidad [it becomes a velocity].
Porque si no lo hiciéramos, no habria nada que detuviera la propagaciéon
avanzando hasta [donde] se ha representado (digamos) t,, y luego continuando
hacia la representacion mostrada en t;, en vez de la que se muestra en t;. <[fin
de la pagina 59] [comienzo pagina 60]>

[ Figura 1 ]
Funcion [function]

Un expresion que contenga una variable v , la llamaremos
alternativamente una funciéon de v. Vemos asi expresiones de valor o funciones
de variables, segin el punto de vista desde el cual las consideremos.

Funcion de oscilador

Al considerar las indicaciones de valor en el punto p de la figura 1,
tenemos, en el tiempo, una sucesion de ondas cuadradas de una frecuencia
dada.

[ ] ...estado marcado indicado

. . .estado sin marcar [unmarked] indicado <[fin
de la pagina 60] [comienzo pagina 61]>

Supdéngase que dispongamos ahora que [arrange for] todas las
propiedades relevantes del punto p en la figura 1 aparezcan en dos espacios
sucesivos de expresiones, asi [thus].

[ ]

Podriamos hacer esto ordenando [arranging] en cada espacio distinciones
diluidas [undermined] de manera similar, suponiendo que la rapidez [speed] de
la transmision sea constante en todo momento [throughout]. En este caso la
superposicion [superimposition] de las dos ondas cuadradas en el espacio
exterior, una de ellas invertida por el cruce, equivaldria a [would add up to] una
representacion continua del estado marcado alli.

Valor real e imaginario

El valor representado en (o por) el punto (o variable) p, siendo
indeterminado en el espacio, puede ser llamado imaginario en relacién a la
forma. No obstante, como vemos arriba, es real en relacion al tiempo y puede,
en relacion a si mismo, hacerse [become] determinado en el espacio, y de este
modo [thus] real en la forma. [sigue]...
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[continuacion pagina 61]>

Hasta el momento hemos considerado una representacion grafica de E3.

Consideraremos ahora en lineas similares E1 y su caso limite E2.
[ Figura 2 ]
Funcion de memoria

El valor presente de la funcion f en Ei1 puede depender de su valor
pasado y, por ende, de los valores pasados de a y b. En efecto, cuando tanto a
como b indican el estado sin marcar [unmarked], recuerda cual de ellos fue el
altimo que indic6 [last indicated] el estado marcado. Si a, entonces f = m. Si
b, entonces f = n.<[fin de la pagina 61] [comienzo pagina 62]>
Subversion

Una manera de hacer que la configuracion [set-up] ilustrada en la figura
2 se comporte exactamente como la f en Ei, es disponer [arrange] que la
transmision efectiva a través del tinel se haga inicamente desde afuera hacia
adentro. Llamaremos subversion a tal destruccion parcial de las propiedades
distintivas de las constantes.

Podemos notar que, si deseamos aprovecharnos [avail ourselves] de las
propiedades de memoria de f, donde f es una funcién uniformemnte [evenly]
subvertida, deben evitarse ciertas transformaciones permitidas [allowable] en el
caso de una expresion sin esta propiedad. Podemos, por ejemplo, permitir

J2,

C1

pero debemos evitar
[ ]

C2
puesto que esta utima transformacion es a partir de [from] una expresion
mediante la cual una indicacion del estado marcado por ¢ puede ser
confiablemente [reliably] recordada, a una expresion en la cual la memoria
aparentemente [apparently] se ha perdido.

El tiempo en expresiones finitas

La introduccion del tiempo en nuestras deliberaciones no surgio6 [did not
come] como una decision [choice] arbitraria, sino como una medida necesaria
para ensanchar [further] la investigacion [inquiry].

El grado de necesidad de una medida adoptada [lo da] la amplitud
[extent] de su aplicacion. La adopcidon [measure] del tiempo, como lo hemos
introducido aqui, puede verse que cubre [can be seen to cover], sin
inconsistencias, todas las formas de representacion [representative forms]
consideradas hasta el momento.

Esto puede ilustrarse reconsiderando Ei. Aqui podemos someter a
prueba [test] el uso del concepto de tiempo viendo [by finding] si éste lleva a la
misma respuesta (i.e. si conduce a la misma memoria de estados dominantes de
a, b) en la version expandida de f como lo <[fin de la pagina 62] [comienzo
pagina 63]> hace en la version contraida de la Figura 2. A los fines de
ilustracion, consideraremos primero una expresion finita.

A partir de la Figura 3 se ve que tal expresion finita es estable en una
condicion, y tiene una memoria finita de la otra, de duracion proporcional al
grado de su extension. Es claro que

[ Figura 3 ]
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una extension ilimitada [endless] del escalon [echelon] permite una memoria
ilimitada de la una o la otra condicion [of either condition], de modo que el
concepto de tiempo es una clave mediante la cual las formas contraidas y
expandidas de f en E1 se hacen patentes las unas a las otras.

Un condicion de especial interés emerge si el pulso a partir de a es de
una duracién suficientemente corta. En esta condicion la expresion emite una
sucesion [train] de ondas de longitud [length] y duracion finitas, como se ilustra
en la Figura 4.

La duracion de la secuencia de ondas, la frecuencia de sus componentes,
etc., dependen de la naturaleza y la extension de la expresion <[fin de la pagina
63] [comienzo pagina 64]>

Figura 4 ]
desde la cual es emitida. De una expresion infinitamente extendida sale [comes]
una emision potencialmente interminable [endless], y aqui de nuevo, los dos
modos (contraido o expandido) de expresar E1 en relacion al tiempo dan la
misma respuesta. Sin la clave del tiempo, s6lo la expresion contraida tiene
sentido. [siguel]...

[continuacién pagina 64]>
Cruces y marcadores

Considérese el caso donde la expresion en E1 representa una parte de una
expresion mayor [larger]. Se hace ahora necesario no <[fin de la pagina 64]
[comienzo pagina 65]> soOlo indicar donde una reinsercién tiene lugar, sino
también designar la parte de la expresion reinsertada. Puesto que la parte
reinsertada ya no es més la totalidad de la expresion, en cada caso sera
necesario ya sea nombrar la parte reinsertada o indicarla mediante conexién
directa.

Lo ultimo es lo menos engorroso. Asi podemos rescribir la expresion en

E1

[ 1
de modo que pueda ser colocada, sin ambigiiedad, dentro de una expresion
mayor.

En una expresion subvertida simple de esta indole [kind] ninguna de las
partes no literales son cruces, estrictamente hablando, puesto que, en cierto
sentido, representan el mismo limite [boundary]. No obstante, es conveniente
referirse a las mismas separadamente, y para este propodsito [en] cualquier
expresion llamaremos un marcador [marker] a cada parte no literal separada.
De este modo, un cruce es un marcador, pero una marcador no tiene que ser un
cruce [need not be a cross].

Funciéon de modulador [modulator function]

Hemos visto que las funciones de segundo grado pueden ya sea oscilar o
recordar. Si estamos preparados para escribir una funcion de grado 2 podemos
encontrar una funcién que no solo recordara, sino que contara. Una manera de
representar [picturing] el conteo [counting] es considerarlo como lo contrario
del recordar. Una funcién de memoria recuerda la misma respuesta ante la
misma senal; una funcion de conteo la cuenta diferente cada vez [counts it
different each time].

Otra manera de representar el conteo es como una modulaciéon de una
estructura de onda. Esta es la manera como la representaremos aqui.

La modulaciéon mas simple es para una estructura de onda con la mitad
de la frecuencia de la original [is to a wave structure of half the frequency of the
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original]. Para lograr esto con una funcién que use solo valores reales,
necesitamos ocho marcadores. <[fin de la pagina 65] [comienzo pagina 66]>

Eq f= [ ]

Si la estructura de onda de a es| ] entonces la de f sera [ ] o[

] , dependiendo de como la expresién es originalmente fijada [set] antes de que
a empiece a oscilar.

Nos encontramos ahora en dificultades por intentar escribir en dos
dimensiones lo que claramente estd representado en tres. Deberiamos estar
escribiendo en tres dimensiones. Podemos al menos idear un mejor sistema
para dibujar representaciones tridimensionales en s6lo dos dimensiones.

Represéntese un marcador con un trazo [stroke] vertical, asi.

[ ]

Haga que lo que se encuentra bajo el marcador se vea que es tal mediante

lineas de conexion llamadas guias [leads], asi.
[ ]

Deje que el valor indicado por el marcador sea conducido desde el
marcador por una guia, que puede, en la expresion, dividirse para ser ingresado
[to be entered] bajo otros marcadores. Ahora, por ejemplo, la expresion

puede representarse asi. <[fin de la pagina 66]

[sigue]...
[comienzo pagina 67]>
[ ]
transfigurada de esta manera, E4 aparece en una forma
[ ]

en la que es méas facil seguir como la estructura de onda de a es desmontada
[taken apart] y recombinada para dar la de f.

Vemos que la estructura de onda en p constituye una modulacién
similar con la fase desplazada. Mediante el uso de componentes imaginarios de
algunas estructuras de onda, es posible obtener la estructura de ondaen p con
solo seis marcadores. Esto se lustra en la siguiente ecuacion. <[fin de la pagina
67] [comienzo pagina 68]>

[ 1
Aqui, aunque la estructura de onda real en i esidéntica ala que estaen r ,el
componente imaginario en i asegura que la memoria en los marcadores ¢ y d
se encuentre adecuadamente establecida [set]. Consideraciones similares son
aplicables a otras memorias en la expresion.

Coda

Al llegar a este punto, antes de que hayamos ido demasiado lejos como
para olvidarlo, podemos regresar a considerar qué es lo que estamos
deliberando.

Estamos, y hemos estado todo el tiempo, deliberando [acerca de] la
forma de una tinica construccién (ordenada en la p. 3), notablemente la primera
distincion. Toda la exposicion [account] de nuestras deliberaciones es una
exposicion de como [dicha forma] puede aparecer, a la luz de los diversos
estados de mente que ponemos en nosotros [we put upon ourselves].

Por el canon de la referencia que se expande (p. 10), vemos que la
exposicion puede proseguirse sin nunca terminar [endlessly].

Este libro no es interminable, de modo que tenemos que interrumpirlo en
algan lugar. Lo hacemos ahora con las palabras
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y asi sucesivamente [and so on]
Antes de partir, regresamos para darle una dltima mirada al acuerdo
[agreement] con el cual la exposicion se inicio. <[fin de la pagina 68 y del
Capitulo 11]

[comienzo pagina 69]

Capitulo 12 — REINGRESO A LA FORMA [re-entry into the form

La concepcion de la forma radica [lies] en el deseo de distinguir.

Admitido [granted] este deseo, no podemos escapar de la forma, aunque
podemos verla de cualquier manera que nos plazca.

El célculo de las indicaciones es un modo de mirar [regarding] la forma.

El calculo puede ser visto mediante la forma y la forma puede verse en el
calculo sin la ayuda [unaided] y sin el estorbo [unhindered] de la intervencion
de leyes, inicios [initials], teoremas, o consecuencias.

Los experimentos abajo ilustran una entre el sinnimero de maneras
posibles de hacer esto.

Debemos notar que en estos experimentos el signo

puede representar [stand for] la palabras
se confunde con.

Podemos también advertir que los lados de cada distincion
experimentalmente trazada tienen dos clases de referencia.

La primera, o explicita, referencia es al valor de un lado, segin como el
mismo esta marcado [according to how it is marked].

La segunda, o implicita, referencia es a un observador externo [outside].
Es decir, el exterior [the outside] es el lado desde el cual se supone que una
distincion es vista. <[fin de la pagina 69] [comienzo pagina 70]>
Primer experimento

En un espacio plano, tracese un circulo

[ ]
Indiquese el exterior de la circunferencia con una marca m.
[ 1 m
Que ninguna marca indique el interior de la circunferencia.
] m
Sea la marca m un circulo.
m = [ ]
Reingrese la marca dentro de la forma del circulo.
[ 11 I<[fin de a pagina 70]

[comienzo pagina 71]> Ahora el circulo y la marca, en lo que respecta a sus
propiedades relevantes, no pueden distinguirse, y por ende

[ 11 1=1 ]
Segundo experimento

En un espacio plano trace un circulo.

[ ]

Indiquese el interior de la circunferencia con una marca m.

[ m ]
Que ninguna marca indique el exterior de la circunferencia.

[ m ]
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Sea el valor de una marca su valor para [to] el espacio en que se
encuentra. Es decir, que el valor de una marca sea para el espacio fuera de la
marca.

Ahora el espacio fuera [outside] de la circunferencia esta sin marcar [is
unmarked]. <[fin de la pagina 71] [comienzo pagina 72]>

Por consiguiente, por valuacion,

[ m 1=
Sea la marca m un circulo.
m = [ 1

[sigue]...

[continuacion pagina 72]>
Reingrese la marca dentro de la forma del circulo.

[ [ 1 ]
Ahora, por valuacion,
[ [ ] 1=

Tercer experimento
En un espacio plano trace un circulo.
[ ] <[fin de la pagina 72] [comienzo
pagina 73]>
Indiquese el exterior de la circunferencia con una marca m.
[ 1 m
Con una marca similar m indiquese el interior de la circunferencia.
[ m ] m
Ahora, puesto que una marca m indica ambos lados de la circunferencia,
éstos no pueden distinguirse en lo que respecta al valor.
De nuevo, sea la marca m un circulo.
m = [ ]
Reingrese la marca dentro de la forma del circulo.
[ [ ] J L
Ahora, debido a las marcaciones [markings] idénticas, el circulo original
no puede distinguir valores diferentes.
Por lo tanto, el mismo no es, al respecto, una distincion. <[fin de la
pagina 73] [comienzo de la pagina 74]>
Por consiguiente, puede ser suprimido sin pérdida o ganancia para el
espacio en que se encuentra.
[ [ ] i 1= 11 ]

Pero en el primer experimento encontramos que

[ 1 e 1= ]
[ [ ] INF ST

y esto no es inconsistente con el hallazgo [finding] del segundo experimento de

que
[ [ ] 1=
puesto que aqui hemos hecho en dos pasos, lo que alli se hizo en uno solo. <[fin
de la pagina 74] [comienzo pagina 75]>
Cuarto experimento
En un espacio plano trace un circulo.

[ ]

Por lo tanto,
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Sea el exterior de la circunferencia sin marcar [unmarked].

[ ]

Sea el interior de la circunferencia sin marcar.

[ ]

Pero en el primer experimento vimos que

[ It =l
]

y que, por consiguiente, invirtiendo [reversing] alli el procedimiento de
purificacion [purifying procedure],

1=1 ] m . <[fin de la
pagina 75]
[comienzo pagina 76]> El valor de una circunferencia para el espacio exterior
debe ser, por ende, el valor de la marca, puesto que la marca distingue ahora
este espacio.

Un observador es también una marca, puesto que él distingue el espacio
que ocupa.

En los experimentos arriba, imagine que los circulos son formas y las
circunferencias las distinciones que configuran [shaping] los espacios de esas
formas.

En esta concepcion una distincion trazada en cualquier espacio es una
marca que distingue el espacio. Igualmente y de manera conversa, cualquier
marca en un espacio traza una distincion.

Vemos ahora que la primera distincion, la marca, y el observador no son
sblo intercambiables, sino idénticos en la forma.<[fin de la pagina 76 y del
Capitulo 12]

[comienzo pagina 77]>

NOTAS
Capitulo 1

Aunque dice algo mas, todo lo que el lector necesita tomar consigo del
Capitulo 1 son la definicion de distincién como una forma de clausura, y los dos
axiomas que dependen [rest with] de esta definicion.
Capitulo 2

En esta etapa puede ser de ayuda tomar nota [realize] de que la forma
primaria de la comunicacién en la matematica no es la descripciéon sino el
mandato [injunction]. Al respecto la matematica es comparable a las formas de
artes practicas como la cocina, en la cual el sabor de una torta, aunque
literalmente indescriptible, le puede ser comunicado al lector en la forma de un
conjunto de mandatos que se llaman una receta. La musica es una forma similar
de arte, en el que el compositor ni siquiera intenta describir el conjunto de
sonidos que tiene en su mente, mucho menos el conjunto de sentimientos
evocados [occasioned] por los mismos, sino que escribe en un papel [writes
down] un conjunto de 6rdenes [commands] que si, son obedecidas por el lector,
pueden tener como resultado para el lector, una reproduccion de la experiencia
original del compositor.

Alli donde Wittgenstein dice[4, proposicion 7]

sobre lo que uno no puede hablar
uno debe callar [be silent]

parece estar considerando solamente el discurso [speech] descriptivo. En otra
parte sefiala que el matematico, en términos de descripciones [descriptively
speaking], no dice nada. Lo mismo puede decirse del compositor, quien, si fuera
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a intentar una descripcion (i.e. una limitacion) del conjunto de éxtasis que se
hacen patentes a través de (i.e. sin limites mediante) su composicion, fracasaria
miserable y necesariamente. Pero ni el compositor ni el matematico tienen que
callarse por esta razon.<[fin de la pagina 77][comienzo pagina 78]>

En su introduccién al Tractatus, con respecto a la exactitud [rightness]
de la altima proposicion de Wittgenstein Russell expresa lo que parece ser una
duda justificada cuando dice [p22]

lo que causa incertidumbre [hesitation] es el hecho de que, después de

todo, el Sr. Wittgenstein se las arregla para decir un montén de cosas [a

great deal] sobre lo que no puede ser dicho, sugiriéndole de este modo al

lector escéptico que posiblemente debe haber algin hueco [loophole] a

través de una jerarquia de lenguajes, o por alguna otra salida.

La salida, como hemos visto aqui, es evidente en la capacidad [faculty]
prescriptiva [injunctive] del lenguaje.

Incluso las ciencias naturales parecen depender de mandatos, mas de lo
que usualmente estamos dispuestos a admitir. La iniciacion profesional del
hombre de ciencia consiste no tanto en leer los libros de texto apropiados, como
en obedecer 6rdenes [injunctions] tales como ‘mire por ese microscopio’. Pero
no esta fuera de lugar que los hombres de ciencia, después de haber mirado por
el microscopio, ahora describan y discutan entre si lo que han visto, y que
escriban articulos y libros de texto describiéndolo. Similarmente, no esta fuera
de lugar para los matematicos que, después de haber cada uno de ellos
obedecido un conjunto dado de mandatos, describan y discutan entre ellos lo
que han visto, y que escriban articulos y libros de texto describiéndolo. Pero en
cada caso la descripcion es dependiente y secundaria frente [dependent upon,
and secondary to] al conjunto de mandatos que han sido obedecidos primero.

Cuando intentamos ejecutar [realize] una pieza musical compuesta por
otra persona, lo hacemos ilustrandonos, a nosotros mismos, con alguna clase de
instrumento musical, [acerca de] las 6rdenes del compositor. Similarmente, si
hemos de ejecutar una pieza de matematicas, tenemos que encontrar una
manera de ilustrarnos, a nosotros mismos, [sobre] las 6rdenes del matematico.
El modo normal de hacer esto es con alguna clase de marcador [scorer] y una
superficie plana rayable, por ejemplo, un dedo y una franja de arena aplanada
por la marea, o un lapiz y una hoja de papel. Tomando alguna de tales ayudas
para ilustrar, podemos ahora comenzar a ejecutar las 6rdenes del Capitulo 2.

[sigue]...
[continuacion pagina 78]>

Primero podemos ilustrar una forma, tal como un circulo o casi un
circulo. Una hoja plana de papel, siendo en si misma ilustrativa de una
superficie plana, es una ttil herramienta para este proposito, puesto que <[fin
de la pagina 78][comienzo pagina 79]> sucede que sabemos que en un espacio
semejante un circulo [decididamente] traza un distincién. (Si hubiéramos
elegido, por ejemplo, escribir sobre la superficie de un torus, un circulo podria
no haber trazado una distincion.)

Cuando llegamos al mandato [injunction]

sea una forma distinta de la forma
podemos ilustrarlo tomando una nueva hoja de papel (u otra franja de arena).
Ahora, en esta forma separada, podemos ilustrar la orden [command]

copiese la marca de distincion fuera

de la forma dentro de esa otra forma.
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No es necesario que el lector limite sus ilustraciones a las 6rdenes que figuran
en el texto. Puede explorar [wander] a voluntad [otras opciones], inventando
sus propias ilustraciones, ya sean consistentes o inconsistentes con las 6rdenes
de este texto. Sélo asi, por sus propias busquedas [explorations], llegara a ver
distintamente los limites o las leyes del mundo desde el cual [from which] esta
hablando el matematico. Igualmente, si el lector no puede seguir [follow] el
argumento en algin punto cualquiera, nunca es necesario que permanezca
atascado [stuck] en ese punto hasta que vea como continuar [proceed]. No
podemos comprender cabalmente el comienzo de ninguna cosa hasta que no
vemos el final. Lo que el matematico espera conseguir [aims] es poder ofrecer
un cuadro completo, siendo esencial el orden de aquello que €l presenta, pero
siendo en alguna medida [to some degree] arbitrario el orden en que él lo
presenta. El lector puede de manera completamente legitima cambiar como le
plazca este orden arbitrario.

Podemos distinguir, en el orden esencial, érdenes [commands], que
introducen algo [call something into being], conjuran [conjure up] algin orden
del ser, llaman al orden [call to order], y que usualmente son transmitidas en
formas permisivas tales como

sea esto y aquello [let there be so-and-so],
u ocasionalmente, en formas mas especificamente activas como

tracese una perpendicular [drop a perpendicular];<[fin de
la pagina 79][comienzo pagina 80]>
nombres, dados para ser usados como puntos de referencia o sefiales [tokens];
en relacion con la operacion de instrucciones, que son concebidas [designed]
para tener efecto dentro de cualquier [whatever] universo que ya ha sido
[introducido mediante una orden] [has already being commanded] o llamado
al orden. La institucién o ceremonia de dar un nombre [naming] usualmente se
expresa [is carried] en la forma de

a esto y aquello llameselo tal y cual,
y el llamamiento [call] puede operar en ambas direcciones, como con el signo =
, de modo que al llamar tal y cual a esto y aquello, podemos también llamar esto
y aquello a tal y cual. El llamar puede asi ser considerado carente de direccion
[without direction], o, alternativamente, pan-direccional [pan-directional]. En
contraste, la instruccion es direccional, por cuanto ésta demanda un
cruzamiento [crossing] desde un estado o condicion, con su propio nombre,
hacia un diferente estado o condicién, con otro nombre, tal que el nombre del
primero [former] no puede ser invocado [called] como un nombre del segundo
[latter].

Las estructuras mas importantes de oOrdenes son a veces llamadas
canones [canons]. Estos son los modos en que los mandatos guias [guiding
injunctions] parecen agruparse en constelaciones [constellations], y asi no son
en modo alguno independientes los unos de los otros. Un canon posee [bears] la
distincion de estar afuera (i.e. describiendo) del sistema en construccion, pero
una orden de construir (e.g. ‘tracese una distincioén’), aun cuando pueda ser de
capital importancia, no es un canon. Un canon es una orden [order], o conjunto
de 6rdenes, para permitir o autorizar pero no para construir o crear.

[sigue]...
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[continuacion pagina 80]>

Las instrucciones que han de tener efecto, dentro de la creacion y lo que
est4 permitido en ésta [its permission], deben distinguirse como aquellas [que
pertenecen realmente] al texto de la calculacion [those in the actual text of
calculation], designadas por las constantes u operadores del calculo, y aquellas
del contexto [those in the context], que pueden en si mismas ser instruciones
para nombrar algo con un nombre particular de modo que podamos volver a
referirnos al mismo sin tener que redescribirlo [so that it can be referred to
again without redescription].

Mas tarde (Capitulo 4) vendremos a considerar lo que llamamos las
pruebas o justificaciones de ciertos enunciados [statements]. Lo que estaremos
mostrando ahi, es que tales enunciados se encuentran implicitos o se siguen o
estan permitidos por los canones o por las 6rdenes vigentes [standing] hasta
ahora convenidos o invocados [called to presence]. Asi en la estructura de una
pruebe encontraremos mandatos de la forma <[fin de la pagina 80][comienzo
pagina 81]> considérese tal y cual,

supodngase esto y aquello,
no son oOrdenes, sino invitaciones o direcciones hacia una via [way] en la que la
implicacion puede ser clara y plenamente [wholly] seguida.

Al concebir el célculo de indicaciones, comenzamos en un punto de tal
degeneracion [degeneracy] como para encontrar que las ideas de descripcion,
indicacion, nombre e instrucciéon pueden venir a ser [can amount] la misma
cosa. Es de cierta importancia que el lector se dé cuenta de esto por si mismo, o
encontrara dificil entender (aunque pueda seguir) el argumento (p. 5) que lleva
a la segunda ecuacién primitiva.

En la orden

sea el cruzamiento [crossing] el estado

indicado por la huella [token]
de inmediato dotamos a la huella de un doble significado, primero como una
instruccion de cruzar, segundo como un indicador ( y por ende un nombre) de
adonde el cruzamiento nos ha llevado. Antes de obedecer la orden era una
cuestion abierta si la huella expresaria [would carry] una indicacion en
absoluto [at all]. Pero la orden determina sin ambigiiedad el estado hacia el cual
se hace el cruzamiento y asi, sin ambigiiedad, [determina también] la indicacién
que la huella transmitira [carry] de aqui en adelante.

A esta doble carga [double-carry] [de significado] de nombre-con-
instruccion y de instruccion-con-nombre se hace usualmente referencia (en el
lenguaje de las matematicas) como una estructura en la que las ideas o los
significados degeneran [degenerate]. Podemos también referirnos a ello (en el
lenguaje de la psicologia) como un lugar donde las ideas se condensan en un
simbolo. Es esta condensacién lo que le confiere al simbolo su poder [power].
Porque en las matematicas, como en otras disciplinas, la potencia [power] de un
sistema reside en su elegancia (literalmente, en su capacidad para tomar [pick
up] y elegir), que se logra condensando todo lo que hace falta en lo minimo que
se necesita [as much as is needed into as little as is needed], haciendo asi este
minimo tan libre de irrelevancias (o de elaboracion) como lo permita la
necesidad de redactarlo y de leerlo sin dificultad y sin error.

59



Podemos ahora convenientemente distinguir [entre] una elegancia en
<[final de la pagina 81][comienzo pagina 82]>
el calculo, que puede hacerlo facil de usar, y una elegancia en el contexto
descriptivo, que puede hacerlo dificil de seguir. En nuestra vida ordinaria
estamos acostumbrados a que las indicaciones que nos dicen qué hacer sean
confirmadas de varias maneras diferentes, y cuando se nos presenta un
mandato que, reducido a su minima expresion nos indica qué hacer de una vez y
en una sola manera, podriamos rehusar cumplirlo, no importa cuan claramente
y sin ambigiiedad haya sido expresado. (Podemos considerar hasta dénde, en la
vida ordinaria, tenemos que observar el espiritu antes que la letra de un
mandato, y tenemos que desarrollar nuestra habitual capacidad para interpretar
cualquier mandato que se nos hace comparandolo [screening] con otras
indicaciones de lo que debemos hacer. En las matematicas tenemos que
deshacernos [unlearn] de este habito [a fin de poder] aceptar un mandato
literalmente y de una vez.

[sigue]...
[continuacién pagina 82]>

Esta es la razon por la que un autor de matematicas tiene que esmerarse tanto
[take such pains] en hacer que sus mandatos se autoricen mutuamente [to
make his injunsctions mutually permissive]. De lo contrario, todo este esmero
[these pains], que ciertamente depende del autor, asumira una escalofriante
importancia para el lector [will fall with sickening import upon the reader],
quien, en virtud de su relaciéon con respecto al autor, puede que no se encuentre
en posicion de aceptarlo.)

La segunda de las dos ecuaciones primitivas de la aritmética primaria
puede derivarse con menos elegancia, pero de un modo que posiblemente
resulta mas facil de seguir, si se permite prematuramente la sustitucion.

Supongase que indicamos el estado marcado por una marca [token] m, y
como antes, dejamos que la ausencia de una marca indique el estado sin marcar
[unmarked state].

Dejemos que un paréntesis alrededor de cualquier indicador [let a
bracket round any indicator] indique, en el espacio [que estd] fuera del
paréntesis, el estado que no es el que esta indicado dentro del paréntesis [the
state other than that indicated inside the bracket].

De este modo

[ m ]=
y

[ 1 = m. <[fin de la pagina 82][comienzo
pagina 83]>
Sustituyendo, encontramos

[[ 11=

que es la segunda ecuaciéon primitiva.

La condicién de que uno de los estados primarios sea sin nombre [shall
be nameless] es obligatoria [mandatory] para esta eliminacion.

La primera ecuacion primitiva puede también derivarse de un modo
diferente.
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Imaginese a un animal ciego capaz de distinguir solamente el interior del
exterior. Un espacio con lo que a nosotros se nos aparece como un nimero de
interiores distintos y un [Gnico] exterior, tal como

[ ] [ ]
le parecera, después de explorarlo, indistinguible de
[ ]

Las ideas descritas en el presente texto en este punto no van mas alla de lo que
este animal puede descubrir por si mismo, y asi en su mundo, tal cual éste es,
[ ] [ i1 =2l ] <[fin de la
pagina 83] [comienzo pagina 84]>
Podemos notar que incluso si este animal pudiera contar sus cruces
[crossings], todavia no podra distinguir dos divisiones de una, aunque ahora
tendra un modo alternativo de distinguir el interior del interior que ya no
depende més de saber cual es cual.
Reconsiderando la primera orden [command],
trace una distincion,
advertimos que la misma pudo haber sido igualmente bien expresada con
expresiones tales como
sea un distincion,
encuentre una distincion,
vea una distincion,
describa una distincion,
defina una distincion,
0
sea trazada una distincion,
porque hemos llegado [reached] aqui a un lugar tan primitivo que activo y
pasivo, ademas de un ntimero de otros opuestos méas periféricos, desde hace
mucho [have long since] se han condensado juntos, y casi cualquier forma de
las palabras sugerira mas categorias de las que realmente hay.
[sigue]...

[continuacion pagina 84]>

Capitulo 3

La hipotesis de simplificacion es la primera convencion manifiesta
[overt] que se pone en uso antes de haber sido justificada. Pero en el dltimo
capitulo tiene un precursor en el mandato ‘sea el estado indicado por una
expresion el valor de la expresion’, que permite atribuirle valor a una expresiéon
[allows value to an expression] Gnicamente en caso de que no menos y no mas
que un estado sea indicado por la expresion. Tanto el uso del mandato como el
de la convencion son finalmente justificados en los teoremas de representacion.
Otros casos de justificacion diferida [delayed] se encontraran mas tarde, siendo
el teorema 16 un ejemplo notable de esto.

Podemos preguntar por qué no justificamos semejante convencién de
una vez cuando nos es dada. La respuesta, en la mayoria de los casos, es que la
justificacion (aunque valida) careceria de significado [would be meaningless]
hasta que no nos hubiéramos primero [until we had first]<[fin de la pagina
84][comienzo pagina 85]>
familiarizado [become acquainted] con el uso del principio que requiere
justificacion. En otras palabras, antes de que podamos razonablemente
justificar un principio que se encuentra a un nivel muy profundo [a deep lying
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principle], necesitamos primero familiarizarnos con la manera en que opera [to
be familiar with how it works].

Podriamos suponer que esta practica de justificaciones diferidas esta en
vigencia en otras partes. Es un hecho notable que en las matematicas muy pocos
teoremas utiles permanecen sin ser probados. Por ‘“Util’ no necesariamente
quiero decir [algo] que posee aplicaciones practicas fuera de las matematicas.
Un teorema puede, por ejemplo, ser matematicamente 1til para justificar otro
teorema.

Uno de los teoremas mas ‘inttiles’ en las matematicas es la conjetura de
Goldbach. [Sin embargo], no nos encontramos frecuentemente diciéndonos a
nosotros mismos ‘si sdlo supiéramos que todo nimero par mayor que 2 podria
representarse como la suma de dos numeros primos, deberiamos entonces
poder mostrar que...” D. J. Spencer Brown, en una comunicaciéon privada,
sugiri6 que su aparente inutilidad no es exactamente la razén por la cual
semejantes teoremas no pueden ser probados, pero es una razoéon para suponer
que si se nos diera hoy una prueba valida, nadie la reconoceria como tal, porque
nadie se encuentra todavia familiarizado con el fundamento [ground] sobre el
cual una semejante prueba descansaria. Tendremos més que decir sobre esto en
las notas de los capitulos 8 y 11.

Capitulo 4

En todas las matematicas se hace patente, en alguna etapa, que hemos
estado por algin tiempo siguiendo una regla sin habernos dado cuenta
conscientemente [without being consciously aware] de este hecho. Esto podria
describirse como el uso de una convencion tdcita [covert]. Un aspecto
reconocible del avance de las matematicas consiste en el progreso de [nuestra]
conciencia [consciousness] de lo que estamos haciendo, a través del cual lo
tacito [covert] se hace manifiesto [overt]. Las matematicas son, al respecto,
psicodélicas [psychedelic].

Mientras mas cerca nos encontramos del principio [beginning] de
aquello que nos propusimos alcanzar [achieve], mayor es la probabilidad de que
encontremos alli procedimientos que han sido adoptados sin comentario. Su
uso puede considerarse como la presencia de un arreglo en la ausencia de un
convenio [agreement]. Por ejemplo en el enunciado [statement] y la prueba del
teorema 1 se ha arreglado (aunque no convenido) que escribiremos sobre una
superficie plana. Si escribimos sobre la superficie de un torus el teorema no es
verdadero. (O para hacerlo verdadero, tendriamos que ser méas explicitos.) < [fin
de la pagina 85][comienzo pagina 86]>

El hecho de que por siglos los hombres han usado una superficie plana
para escribir significa que, en este punto del texto, tanto el autor como el lector
han sido embaucados [conned], sin cuestionarlo, con el supuesto de una
superficie de escribir plana. Pero, como cualquier otra suposicion, ésta no es
incuestionable, y el hecho de que podamos cuestionarla aqui significa que
podemos cuestionarla dondequiera [elsewhere]. De hecho hemos hallado

[sigue]...
[continuacion pagina 86]>
[aqui] una suposicibn comun, hasta ahora [hitherto] sblo sobrentendida

[unspoken], que subyace en lo que se escribe en las matematicas, notoriamente,
una superficie plana (en términos mas generales, una superficie de género
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[genus] 0, aunque veremos mas tarde (pp 102 y ss) que esta generalizacion
adicional [further] nos fuerza a reconocer otra suposicion hasta ahora callada
[silent]. Mas aun, se hace ahora evidente que si se usa una superficie diferente,
lo que se escribe sobre la misma, aunque idéntico en su [modo] de marcar
[marking], puede no ser idéntico en su significado.

En general hay un orden de precedencia entre los teoremas, de modo que
los teoremas que pueden probarse méas facilmente con la ayuda de otros
teoremas se colocan [are placed] para ser probados después de esos otros
teoremas. Este orden no es rigido. Por ejemplo, tras haber probado el teorema
3, lo que encontramos en la prueba de éste lo usamos [luego] para probar el
teorema 4. Pero los teoremas 3 y 4 son simétricos, y su orden depende soélo de si
deseamos pasar [proceed] de lo simple a lo complejo o de los complejo a lo
simple. El lector podria intentar [try], si lo desea, probar primero el teorema 4
sin la ayuda del teorema 3, después de lo cual podra probar el teorema 3 de un
modo parecido [analogously] a la manera en que el teorema 4 es probado en el
texto.

Se observara que la representacion simbolica del teorema 8 es menos
fuerte que el propio teorema. El teorema es consistente con

] — 2
mientras que nosotros probamos la version mas débil

IF=
La version mas fuerte es claramente [plainly] verdadera, pero encontraremos
que podemos demostrarla [demonstrate it] como una consecuencia dentro del
algebra. Por consiguiente, probamos la version méas débil y la usamos como el
primer inicio algebraico [the first algebraic initial].<[fin de la pagina
86][comienzo pagina 87]>

En el teorema 9 vemos la diferencia entre nuestro uso del verbo dividir
[divide] y nuestro uso de verbo escindir [cleave]. Cualquier division de un
espacio tiene como resultado [results in] lo que, de lo contrario [otherwise],
[serian] divisiones indistinguibles de un estado, que se encuentran todas en el
mismo nivel, mientras que un corte [severance] o escision [cleavage] configura
[shapes] estados distinguibles [distinguishable states], que se encuentran en
niveles diferentes.

Puede uno hacerse [be gathered] una idea de las fortalezas [strengths]
relativas del corte [severance] y la division [division] a partir del hecho de que
la regla del namero es suficiente para unificar un espacio dividido, pero no para
invalidar/anular [to void] un espacio escindido [cloven].

Capitulo 5

Al obtener [in eliciting] reglas para la manipulacion algebraica el texto
explicitamente se refiere a la existencia de sistemas de calculacién [calculation]
aparte del [other than] sistema descrito. Esta referencia es tanto deliberada
como no esencial [inessential]. Marca el nivel en el que esos sistemas
usualmente se han equipado con sus origenes falsos, truncos o postulados.

Es intencionalmente que se le informa al lector que, en el sistema de
calculacion [calculation] que estamos construyendo, no nos estamos apartando
de [departing from] los métodos basicos de otros sistemas. De este modo, a lo
que lleguemos [what we arrive at], al final, servira para elucidarlos, ademas de
dotarlos de [fit them with] sus verdaderos origenes. Pero, al mismo tiempo, es
importante que el lector vea que la referencia a otros sistemas no es esencial
para el desarrollo del argumento en el texto. Porque aqui éste se mantiene en
pie por sus propios méritos o cae [por si solo], sin que su validez dependa en
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modo alguno de su acuerdo [agreement] o desacuerdo [disagreement] con
otros sistemas. Asi las reglas 1y 2, como puede verse a partir de su justificacion,
no dicen nada que no haya sido ya dicho en el texto. Meramente resumen las
ordenes y las instrucciones que seran relevantes para la nueva clase [kind] de
calculacion que estamos a punto de emprender [undertake]. [sigue]...

[continuacion pagina 87]>

El reemplazo al que se refiere la regla 2 se confina generalemente a
expresiones de variables independientes de forma simple (i.e. literales), y de
hecho esta asi restringido en el texto. Pero la mayor licencia concedida por la
regla no esta desprovista de aplicaciones con significado [significant
application], si hiciera falta.

Capitulo 6

Mediante la revelacion y la incorporacion de su propio origen, el algebra
primaria ofrece un acceso inmediato a la naturaleza de la <[fin de la pagina 87]
[comienzo pagina 88]>
relacion entre operadores y operandos. En el algebra un operando no es mas que una
presencia o ausencia conjeturada de un operador.

Esta identidad parcial entre el operando y el operador, que no esta confinada a
las algebras booleanas, puede de hecho verse si nos extendemos en descripciones més
familiares, aunque en estas descripciones no es tan obvia. Por ejemplo, podemos
encontrarla tomando los operadores booleanos v (usualmente interpretado como [la
disyuncion] ‘o’ en la l6gica, pero utilizado aqui de manera puramente matematica) y [el
punto] . (usualmente interpretado como [la conjuncion] ‘y’ de la logica, pero de nuevo
usada aqui de un modo puramente matematico), liberando [freeing] su alcance [scope]
(como se nos autoriza, por el principio de relevancia), liberando el orden de las
variables dentro de su alcance (como lo permite el mismo principio), y extrapolandolos
matematicamente al caso [en que no hay] ninguna variable,

...(abc) V. (ab) wv. (a) v. Ov.
permute 111 11 11 11 1 11 01
permute 110 10 10 10 0O 00
permute 10 o 10 00 OO
permute 0 0 O 00

que muestra de manera completamente clara que no tenemos ninguna necesidad de las
formas aritméticas 0, 1 (ni de z, u, ni de F, T, etc.) puesto que las podemos hacer iguales
a(Qv yQ ., respectivamente. Podemos ahora escribir una variable booleana de la
forma a, b, etc. dondequiera que conjeturemos la presencia de una de esas dos
particulas fundamentales, pero no sabemos (0 no nos importa) cual. De este modo, las
tablas funcionales para v y . con dos variables se vuelven [thus become]

(a b ) v s
(Ov Ov) Ov Qv

gov 0.8 0. " Ov
oy Oam0. O. -,
dandose por supuesta la permutacion [the permutation being assumed].

J1, J2 no son Is uUnicos dos inicios [initials] que pueden tomarse para
determinar el algebra primaria. Partiendo del cuarto conjunto de postulados de
Huntington vemos [11 ] que podriamos haber usado Cs, C6.

[11] Edward V. Huntington, Trans. Amer. Math. Soc., 35 (1933) 280-5. <[fin de
la pagina 88] [comienzo pagina 89]>

La demostracion [demonstration] de J1, J2 a partir de C5, C6 es tanto dificil
como tediosa. Esto es debido evidentemente a que encontramos dos principios
algebraicos bésicos, en uno de los cuales una variable es transplantada a la expresion, y
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en el otro es eliminada de la misma. Siempre que [provided that] mantengamos esos
dos principios apartados, las demostraciones subsiguientes no son dificiles. Si se
entremezclan, como sucede en las dos ecuaciones de Huntington, entonces puede ser
luego dificil desenmaranarlos [unravelling].

Aqui nuestra formulacién [expression] de las ecuaciones de Huntington bajo la
forma de Cs5, C6 no es [igual a] la forma en que él originalmente las expreso [expressed
them]. [Su trabajo] se vi6 obstaculizado [hampered] por las agobiantes [crippling]
suposiciones sobre la relevancia del orden y el alcance binario [binary scope], con las
cuales en ninguna etapa hemos nosotros debilitado el algebra primaria. Por esta razon
encontrd que era necesario incluir dos ecuaciones mas para completar el conjunto. C5y
C6, consideradas como inicios, son de interés principalmente porque emplean sélo dos
variables distintas, , mientras que J1 y J2 emplean tres.

Al principio habia yo supuesto que la demostracion de C1 era imposible a partir
de J1y J2 tal como se encuentran formuladas [as they stand]. En 1965, un alumno, el
Sr. John Dawes, produjo una mas bien extensa prueba [proof] en sentido contrario, asi
que al aho siguiente le puse el problema a mi clase como un ejercicio, y fui
recompensado con una demostracion [demosntration] de lo méas elegante producida
por el Sr. D. A. Utting. En el texto uso la prueba del Sr. Utting ligeramente modificada.

[sigue]...
[continuacién pagina 89]>

Aunque, superficialmente, puede parecer menos eficiente, al final es mas
natural y conveniente usar nombres antes que [rather than] nimeros para
identificar las consecuencias mas importantes, como lo es en realidad [indeed]
con los teoremas, puesto que en general los mismos no forman un conjunto
ordenado.

Al nombrar tales consecuencias me he propuesto encontrar lo que
parezca apropiado como una descripcion del proceso nombrado, como éste
aparece en el algebra, sin hacerle violencia a su origen aritmético. En algunos
lugares tanto las formas como los nombres son familiarmente [recognizably]
similares a los de otros autores que han determinado el algebra booleana. Hasta
ahora, en la mayoria de tales casos el nombre cominmente usado describe s6lo
una de las direcciones en que puede darse el paso. Un ejemplo es lo que se llama
expansion booleana. En semejante caso, donde el nombre es apropiado <[fin de
la pagina 89] [comienzo pagina 9o0]> solamente para el paso dado en una
direccidon, he introducido un anténimo para la otra direccion, y adoptado
[given] un nombre genérico para cubrir ambas. En otros casos reconocibles he
encontrado lo que me parece ser un nombre mas apropiado, tal como ocultacién
para lo que Whitehead[12] llam6 absorcion. La parte de la expresion que se
oculta no es tanto absorbida por el resto [remainder] como eclipsada por éste.
Esto puede verse bastante [quite] claramente en la aritmética, o
alternativamente si la expresion es ilustrada con un diagrama de Venn. Hasta
donde alcanza mi conocimiento [to the best of my knowledge], Peirce fue el
Unico autor anterior que reconocié como tal lo que llamo posicion. La llamoé [13]
borradura [erasure], llamando asi la atencién otra vez a una sola direccidén en
que se aplica.

No doy por supuesto que todos los nombres siempre habran de arraigar
[will stick]. La familiaridad tiende a producir una suerte de jerga interna [in-
slang], a menudo mas apropiada, en su ambito [place], que lo que se considera
académicamente correcto [proper] o adecuado [seemly]. Por ejemplo, la
aplicacion en ingenieria de la consecuencia 2 ha producido la palabra mas
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casera ‘criar’ [breed], por ‘regenerar’, y ‘revertir’ [revert], por ‘degenerar’
[degenerate], y es de interés notar que las transformaciones de esta
consecuencia son imagenes directas [immediate] de lo que Proclo llamé [14]
[....... 1y [....... ], traducidos por Dodds como procesién [procession] y reversion
[reversion].

El hecho de que nombres descriptivos tales como ‘transposicién’ e
‘integracion’ se aplican de manera diferente en otras partes de las matematicas
(v, en realidad, en otras partes de este libro) no parece ser una razon para evitar
su uso en los sentidos definidos en este capitulo. Mientras mas profundo es el
nivel de una investigacion, méas dificil se hace encontrar palabras
suficientemente potentes [strong] para expresar [cover] 10 que se encuentra
alli, y en todos los casos mi uso del lenguaje para describir procesos primitivos
recurre [draws on] a un mayor poder de significacion [a greater power of
signification] que el que se necesita para sus usos mas superficiales y
especializados.

Uno de los hechos mas hermosos que emergen de los estudios
matematicos <[fin de la pagina 9o][comienzo de la pagina 91]> es esta relacion
tan poderosa [potent] entre el proceso matematico y el lenguaje corriente. No
parece haber ninguna idea matematica de alguna importancia o profundidad
que no se refleje [that is not mirrored], con una casi misteriosa exactitud, en el
uso comun de las palabras en su sentido original y hace tiempo olvidado.

El hecho de que una palabra puede tener diversos [different] significados,
aunque conexos [related], y en diferentes pero relacionados niveles de
consideracion, no hace normalmente que la comunicacion se convierta en algo
imposible. Al contrario, es evidente que la comunicaciéon de cualesquiera ideas,
excepto las mas triviales, seria imposible sin ello.

Dado que en este punto del texto las formas fundamentales de la
comunicacion matematica se encuentran ahora practicamente completas, puede
ser un ejercicio revelador volver a traducir [retranslate] en palabras [longhand]
algunas de las formas de [escritura] taquigréafica [shorthand] desarrolladas
mediante la aplicacion del canon de la referencia contraida [contracting
reference]. A tal fin tomamos el enunciado [statement] y demostracion de la
consecuencia 9 (p. 35). En palabras y cifras éste podria rezar [could run] asi.

La novena consecuencia, llamada transposicion de cruce
[crosstransposition] , o C9 para abreviar, podria ser formulada [stated] como
sigue:

[continuacion pagina 91]>

b cruce r cruce cruce todos los a [cross all a]
cruce r cruce cruce 2 x cruce
r cruce 2 y cruce r cruce 2
cruce todos [cross all]
expresa el mismo valor que
r cruce ab cruce todos los rxy cruce 3.

Cuando el paso permitido por esta ecuacion se lleva desde la primera
[former] hasta la ultima [latter] expresion, se llama cruz-transponer [to
crosstranspose] o concentrar [collect], y cuando se lleva en orden inverso [in
reverse] se llama cruz-transponer [to crosstranspose] o distribuir.

La ecuacion puede demostrarse asi:

b cruce r cruce cruce todoslos a

66



cruce r cruce cruce 2 x cruce

I cruce 2 y cruce r cruce 2

cruce todos [cross all] <[fin de la pagina 91] [comienzo pagina
92]>

puede transformarse en [may be changed to]

b cruce r cruce cruce todos los a
cruce r cruce cruce 2 xy
cruce 2 r cruce 2 cruce todos
usando C1, J2, y luego C1 de nuevo. Esto a su vez puede transformarse en
baxy cruce 2 rcruce 2 cruce
todos los rxy cruce 2 rcruce 2
cruce 2

mediante C8 y aplicando luego C1 tres veces, etc.

Podemos observar que, en las expresiones, el lenguaje matematico se ha
vuelto completamente visual, no hay ninguna forma propia del [lenguaje]
hablado, de modo que al volverla a verbalizar tenemos que codificarla [encode]
en alguna forma [que resulte] adecuada para el habla corriente [ordinary
speech]. Asi, aunque la forma matematica de una expresion es clara, su forma
reverbalizada es oscura.

La principal dificultad al traducir la forma escrita en la verbal proviene
del hecho de que en la escritura matematica somos libres de marcar las dos
dimensiones del plano, mientras que en el habla podemos marcar solamente la
dimension tnica del tiempo.

Mucho de lo que hoy es innecesario y se vuelve un obstaculo [is
obstructive] en las matematicas parece ser un vestigio de esta limitacion de la
palabra hablada. Por ejemplo, en el habla corriente, para evitar la referencia
directa a una pluralidad de dimensiones, tenemos que fijar el alcance de
constantes tales como [la conjuncion] ‘y’ o [la disyuncion] ‘0’, y esto podemos
hacerlo del modo que resulta mas conveniente al nivel del primer nimero plural
[at the level of the first plural number]. Pero trasladar [carry over] esta fijacion
a la forma escrita es no darse cuenta [fail to realize] de la libertad que ofrece
una dimension adicional [an added dimension]. Esto a su vez puede llevarnos a
pensar [suppose] que el alcance binario de los operadores, [que hemos]
supuesto [assumed] por la conveniencia de representarlos en una [sola]
dimension, constituye algo relevante para la forma real de su operacion, lo que,
en el caso de operadores simples incluso al nivel verbal, no es [asi].

Capitulo 7

En la descripcion del teorema 14 ‘la constante’ se refiere a la constante
operativa [operative]. Hay dos constantes en el calculo, <[fin de la pagina 92]
[comienzo pagina 93]> una marca [mark] u operador [operator], y un espacio
en blanco [blank] o vacio [void]. Al referirnos a ‘la constante’ sin hacer ninguna
salvedad [without qualification] usualmente se entendera [will usually be taken
to] [que nos interesa] denotar el operador mas bien que [rather then] el vacio
[void]. [sigue]...

[continuacién pagina 93]>
Capitulo 8

En el texto, hemos distinguido ya entre demostraciéon y prueba. Al hacer
esta distincion, que parece completamente natural, vemos de inmediato que una
prueba nunca puede justificarse de la misma manera que una demostracion.
Mientras que en una demostracion podemos ver que las instrucciones ya
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registradas son apropiadamente obedecidas, no podemos aprovecharnos [avail
ourselves] de este procedimiento en una prueba.

En una prueba estamos tratando con algo [dealing in] en términos que
estan fuera del célculo, y por ende no susceptibles [amenable] [de sujetarse] a
sus instrucciones. En cualquier intento de hacer que las pruebas mismas queden
sujetas a instrucciones, lo logramos [we succeed] solamente al costo de
construir [making] otro calculo, dentro del cual se aloja [is cradled] el calculo
original, y fuera del cual veremos de nuevo formas que son susceptibles de
prueba, pero no de demostracion.

La validez de una prueba descansa asi, no en nuestra comin motivacion
por un conjunto de instrucciones [our common motivation by a set of
instructions] , sino en nuestra comun experiencia de un estado de cosas [state
of affairs]. Esta experiencia usualmente incluye la capacidad [ability] de
razonar que ha sido formalizada en la lo6gica, pero no queda confinada a la
misma. Casi todas las pruebas, ya sean acerca de un sistema que contenga
nimeros o de uno que no los incluya, utilizan la capacidad comtn de computar,
i.e. de contar* en una u otra direccion [in either direction], y las ideas que
surgen de [stemming from] de nuestra experiencia de esta capacidad.

Parece algo que se presta a cuestionamiento por qué consideramos la
prueba de un teorema como [poseyendo una certidumbre] equivalente
[amounting] al mismo grado de certeza de la demostracion de una
consecuencia. No es esta una cuestion que admita, a primera vista, una
respuesta facil. Si hay una respuesta posible, ésta pareceria radicar [lie] en el
concepto de experiencia. Adquirimos [gain] experiencia de los procesos
vivientes de representacion [living representative processes], en particular de
<[fin de la pagina 93 (sin incluir la nota al pie de pagina)] [comienzo pagina
94]> de [un] argumento y de contar hacia delante y hacia atras en unidades, y a
través de esta experiencia cobra completa certeza [become quite certain], en
nuestras mentes, la validez [validity] de usarla para sustanciar una prueba.
Pero, puesto que los procedimientos de la prueba todavia no se encuentran en si
mismos codificados en un calculo (aunque pueden finalmente llegar a estarlo),
nuestra certeza en esta etapa tiene que considerarse intuitiva. Podemos lograr
una demostracion simplemente con seguir instrucciones, aunque no estemos
familiarizados con el sistema en que las instrucciones son obedecidas. Pero al
probar un teorema, si no hemos atn codificado la estructura de la prueba en la
forma de un calculo, tenemos al menos que estar familiarizados o ser
experimentados en cualquiera que sea [whatever it is] lo que consideramos
[que constituye] el fundamento [ground] de la prueba, o de lo contrario no la
veremos como una prueba.

Otro modo de mirar [regard] la relacion entre una prueba y una
demostracion, que le confiere mas fuerza [adds support] a la proposicion de que
el grado de certeza de una prueba es igual al de una demostracion, es
considerarla como la frontera [boundary] que divide el estado de prueba [the
state of proof] del estado de demostracion. Una demostraciéon, recordemos,
ocurre dentro del calculo; una prueba, fuera de éste. La frontera entre ambos es
de este modo una frontera compartida, y es aquello a lo cual nos aproximamaos,
en una u otra direccion, segin que estemos demostrando una consecuencia o
probando un teorema. Asi puede verse que las consecuencias y los teoremas
guardan entre si una relacién de adecuacion [fitting].

Pero la frontera que marca su relaciéon, aunque compartida, se ve desde
un solo lado (como la frontera existencial (véanse pp 124 y ss)), puesto que si
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nosotros conocemos el fundamento en que descansa una demostracion (i.e.
siempre que [provided that]

[sigue]...

[continuacion pagina 94]>

entendamos las razones formales de las ecuaciones iniciales que empleamos,
como distintas de las [razones] pragmaticas, de modo que no tengamos que
postularlas), la demostracion puede verse como una prueba por implicacion,
aunque una prueba nunca es vista como una demostracion. De hecho,
observamos que [una] demostracion guarda [bears] [con respecto a] [una]
prueba la misma relacion que guarda [una] ecuacion inicial [con respecto a]
[un] axioma, pero debemos también notar que la relacion es evidente sélo en
la aritmética, y se pierde cuando nos alejamos de ésta y nos adentramos en el
algebra [is lost when we make the departure into algebra]. Esta parece ser la
razon por la que las algebras son presentadas comUnmente sin axiomas, en el
sentido propio de la palabra.

El hecho de que una prueba es una manera de hacer aparentemente
obvio <[fin de la pagina 94] [comienzo pagina 95]> lo que de modo latente ya
era asi resulta ser de cierto interés matematico. Aunque para un teorema
dado hay cualquier nimero de pruebas distintas, todas éstas pueden ser, aun
asi, dificiles de encontrar. En otras palabras, podemos empezar [set about] a
tratar de probar un teorema en un gran niumero de maneras equivocadas
[wrong] antes de dar con una que sea correcta.

Incluso la analogia de buscar alguna cosa no puede ser, en este
contexto, cabalmente exacta [quite right]. Porque lo que encontramos,
finalmente, es algo que hemos sabido, y de lo cual muy bien podriamos haber
estado conscientemente enterados [consciously aware] todo el tiempo [all
along]. De modo que, en este sentido, no estamos buscando algo que ha
estado alguna vez oculto. La idea de estar llevando a cabo una blUsqueda
puede ser de poca ayuda [unhelpful], o incluso decididamente [positively] un
obstaculo [obstructive], puesto que las busquedas son en general organizadas
para encontrar algo que ha estado antes oculto, y por lo mismo, no expuesto a
la vista [not open to view].

Al descubrir una prueba, tenemos que hacer algo mas sutil que una
busqueda. Tenemos que llegar a ver la relevancia [que], con respecto a
cualquier enunciado que deseamos justificar, [posee] algin hecho
completamente a la vista, y del cual estamos, por ende, constantemente
conscientes [aware]. Aunque podamos saber como emprender la busqueda de
algo que no podemos ver, puede escaparsenos mas facilmente, a pesar de
nuestro esfuerzo, la sutileza de la técnica de tratar de ‘encontrar’ algo que ya
podemos ver.

Este puede ser el momento oportuno [helpful] para introducir una
distincion entre seguir el curso de un argumento y entenderlo [understand it].
Considero el entender [understanding] como la experiencia de aquello que es
comprendido [understood] en un contexto mas amplio [wider]. En este
sentido, no entendemos completamente un teorema hasta que no podemos
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[verlo] contenido en otro teorema mas general. No obstante, podemos seguir
su prueba, en el sentido de llegar a ver su evidencia, sin entenderlo en el mas
amplio sentido sobre el cual puede apoyarse [may rest].

Seguir [un razonamiento] y entenderlo, al igual que demostrar y
probar, son a veces considerados erroneamente como sinonimos. Con mucha
frecuencia se juzga que una persona no ha entendido un argumento, un
proceso, una doctrina, cuando lo cierto del caso es que no siguid [el curso de
su exposicion]. Pero su falla en seguirlo puede ser completamente deliberado,
y puede surgir del hecho de que ha entendido lo que le fue presentado, y no
sigue [su curso] porque ve un camino [path] mas corto , o aparte de eso
[otherwise], mas aceptable, aunque todavia podria no saber como
comunicarlo.<[fin de la pagina 95] [comienzo pagina 96]>

De este modo, el seguir [following] puede asociarse particularmente
con la doctrina, y una doctrina demanda adhesion a una manera particular de
decir o hacer alguna cosa. Entender tiene que ver con el hecho de que lo que
alguna vez se dice o se hace siempre puede decirse o hacerse de una manera
diferente, y sin embargo todas esas maneras contintan siendo lo mismo.
Capitulo 9

Observamos que la idea de completitud no puede aplicarse a un calculo
como un todo, sino solamente a una representacion de una determinacion del
mismo por otro. Lo que se cuestiona. En realidad, es la completitud de una
forma alternativa de expresion.

Un hecho sobre el cual Godel llamé la atencion [5], es que un algebra
que incluya representaciones de la adicion y la multiplicacién no puede dar
cuenta cabalmente de una aritmética de los nimeros naturales en la que
estas operaciones se tomen como elementales. Asi, en la teoria de los
numeros, aunque ciertas relaciones puedan probarse, no puede construirse
ningun algebra en la que la totalidad de tales relaciones sean demostrables.

[sigue]...

[continuacion pagina 96]>

El advenimiento del teorema de Godel nunca me ha parecido ser una
razon para desesperar, como algunos investigadores lo han considerado, sino
mas bien una ocasion para celebrar, puesto que el mismo confirma lo que los
hombres de las matematicas han descubierto [found] a través de la experiencia,
particularmente, que la aritmética corriente es un terreno mas fértil [richer]
para la investigacion que el algebra corriente.

Capitulo 10
Es wusual probar la independencia de las ecuaciones iniciales
indirectamente's . Comuinmente no se observa, aunque se hace [it

becomes]<[fin de la pagina 96] [comienzo pagina 97]> evidente cuando lo
consideramos, que con un conjunto de so6lo dos inicios [intials], se tiene siempre
al alcance una prueba directa de su independencia, y ofrezco una prueba
semejante en el texto.

Con el inicio faltante [with the missing initial], una prueba de
independencia puede ser propiamente considerada wuna prueba de
incompletitud del calculo.

Capitulo 11
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La cuestiéon de si las funciones de si mismas son o no permisibles
[allowable] ha sido larga y tediosamente discutida por muchas autoridades [cf
8] desde que se publicé Principia Mathematica. El argumento de Whitehead-
Russell para excluirlas [for disallowing them] es bien conocido. Es el tema de
multiples [a number of] comentarios de Wittgenstein [4, propositions 5.241 ss.]
(Utilizo la traduccion de Pears-McGuinness para lo que sigue).

Una operacion, dice Wittgenstein, no es la marca de una forma, sino de
una relacion entre formas. Wittgenstein ve aqui lo que llamo la marca de
distincion entre estados, que €l llama formas, y también ve su conexién con la
idea de operacion. Luego observa [remarks] [5.251] que

una funcion no puede ser su propio argumento, mientras que una

operacion puede tomar uno de sus propios resultados como su
base.
En sentido estricto, esto se aplica s6lo a funciones con un tnico valor [single-
valued functions]. Si permitimos funciones inversas e implicitas, entonces la
asercion de arriba no es verdadera [is untrue]. Un funcion de una variable, en el
sentido mas amplio con que la misma es definida en este capitulo, es el
resultado de un conjunto posible de operaciones sobre la variable. De este
modo, siuna operacion puede tomar su propio resultado como base, la funcién
determinada por esta operacion puede ser su propio argumento.

A la luz de este relajamiento [relaxation] [de las restricciones], procederé
a examinar con algin detalle la analogia entre las ecuaciones booleanas y las de
un algebra numérica corriente..

Boole sostuvo® que que la ecuacién con la que definia lo que él llamaba
la ley de dualidad, particularmente [notably]

X2, <[fin de la pagina 97] [comienzo
pagina 98]>
es de segundo grado. Asi lo es, como esta formulada [as stated], pero mediante
la misma [by it] él determina que, en su notacion, todas las ecuaciones de grado
>1 se reduciran al primer grado. En otras palabras, es una ecuacion de segundo
grado soélo al nivel descriptivo, no en el dlgebra misma.

El caracter espurio de su presunto [alleged] grado, cuando se la
considera en el dlgebra misma, es revelado por la asercién que hace Boole en
una nota al pie de pagina [p 50] de que una ecuacién de tercer grado carece de
interpretacion en su algebra. En realidad la tiene, como veremos al momento,
pero Boole parece en este punto haber sido superado [overcome] por su
notacién que usa formas numéricas para un algebra que es esencialmente no
numeérica.

La ecuacion de Boole

X2 =x
es el anéalogo, en el algebra primaria, de
aa = a.

Esto, como veremos, es una ecuacion de primer grado, siendo expresable
sin subversion [being expressible without subversion]. La forma real de la
analogia con un algebra numérica puede ilustrarse como sigue.

Supongase

pxX2+ gx +1r =0
[sigue]...
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[continuacion pagina 98]>

donde p, g, r pueden representar nimeros racionales. Podemos reformular [re-
express] esta ecuacion en la forma
F1 x2+ax +b=0
llamando g/p = a y r/p = b, y puede entonces ser ademas [further]
transpuesta en

[ ]

[

[ ]

<[fin de la pagina 98] [comienzo

Fo =

pagina 99]>

En un algebra booleana correctamente [properly] se nos niega el modo [mode]
de F1, pero se nos permite el modo de F2, que es continuo o, si lo queremos ver
asi, subversivo. De esta manera una ecuacion de cualquier grado puede no sélo
ser construida [constructible] sino que tiene ademas significado [meaningful]
en un algebra booleana, aunque no necesariamente en la forma primaria de
ésta. Para alcanzar un grado maés alto [higher] todo lo que necesitamos hacer es
anadir una subversion distinta. Las dos ecuaciones de moduladores [modulator
equations] al final del capitulo son ambas de grado 2. Fueron desarrolladas
primero en colaboracién con el Sr. D J Spencer Brown, para circuitos de
propositos especiales en computadoras [special-purpose computer circuits].

Los circuitos representados por esas ecuaciones, estando los ultimos
actualmente en uso por British Railways [Ferrocarriles Britanicos], constituyen
[comprise], hasta donde sabemos, una primera aplicacién de cada uno de dos
inventos, en particular, la primera construccion de un dispositivo que cuenta
exclusivamente [entirely] mediante [by] ‘logica’ (i.e. solo con interruptores
[switches], y sin retardadores [delays] artificiales de tiempo, tales como
condensadores [condensers] eléctricos) y. adicionalmente, el primer uso, en un
circuito de conmutacion [switching circuit], de valores booleanos imaginarios
en el curso de la construcciéon de una respuesta real. Esto tltimo podria en
efecto constituir el primer uso de tales valores imaginarios para cualquier
proposito, aunque tengo la sospecha [it is my guess] de que Fermat (quien era
aparentemente demasiado buen matematico como para reclamar falsamente
haber encontrado una prueba) los utilizé en la prueba de su gran teorema, de
ahi la ‘verdaderamente extraordinaria’ naturaleza de su prueba, asi como de su
extension [length].

El hecho de que los valores imaginarios pueden usarse para razonar en
direccion a [towards] una respuesta real y cierta, unido [coupled] al hecho de
que los mismos no son hoy usados asi en el razonamiento matematico, unido
ademas al hecho de que ciertas ecuaciones sencillamente [plainly] no pueden
resolverse sin el uso de valores imaginarios, significa que debe de haber
enunciados matematicos (cuya verdad o no verdad es de hecho perfectamente
decidible) que no pueden ser decididos mediante los métodos de razonamiento
a los que nosotros mismo nos hemos limitado.

Hablando en términos generales, si confinamos nuestro razonamiento a
una interpretacion unicamente de ecuaciones booleanas de primer grado,
debemos esperar encontrar teoremas que siempre desafiaran [toda] decision, y
el hecho de que parece que encontramos tales teoremas en la aritmética comin
puede servir, aqui, como una confirmacioén practica de esta obvia <[fin de la
pagina 99] [comienzo pagina 100]> predicciébn. Para confirmarla
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teoréticamente, s6lo necesitamos probar (1) que tales teoremas no pueden ser
decididos mediante un razonamiento de primer grado, y (2) que pueden ser
decididos mediante un razonamiento de un grado mayor. (2) seria por supuesto
probado suministrando [providing] una prueba tal de uno de esos teoremas.

Puedo decir que creo que al menos uno de esos teoremas sera dentro de
poco decidido mediante los métodos bosquejados [outlined] en el texto. En
otras palabras, creo que he reducido su decision a un [mero] problema técnico
que se encuentra perfectamente [well] dentro de la capacidad de un matematico
corriente que esté preparado y cuente con el patrocinio u otros medios para
emprender esta labor. [sigue]...

[continuacion pagina 100]>

Cualquier ecuacion de segundo grado uniformemente [evenly] subvertida
podria, alternativamente, ser llamada uniformemente informada. Podemos
verlo a través de [over] una sub-version (darle vuelta debajo [turning under])
de la superficie sobre [upon] la cual esté escrita, o alternativamente, como una
in-formacion [in-formation] (formaciéon adentro de [formation within]) de lo
que [la ecuacion] expresa.

Una ecuacion tal se encuentra asi informada en el sentido de tener su
propia forma dentro de si misma, y al mismo tiempo informada en el sentido de
recordar lo que le ha sucedido en el pasado.

No hace falta suponer que es exactamente asi como la memoria tiene
lugar en un animal, pero existen [there are] ciertamente en las computadoras
electronicas las asi llamadas [so-called] memorias construidas de esta manera, y
los ingenieros han construido semejantes memorias in-formadas [in-formed]
con retransmisores [relays] magnéticos durante la mayor parte del presente
siglo [siglo XX].

Podemos quizas considerar [look upon] semejante memoria, en esta
simplificada in-formacién [in-formation], como un precursor de las formas de
memoria e informacién mas complicadas y variadas [que encontramos] en el
hombre y los animales superiores. Podemos también mirar [regard] en el
mismo espiritu otras manifestaciones de las formas clésicas de la ciencia fisica o
biologica.

De este modo, no nos imaginamos que la sucesiéon [train] de ondas
emitida por una formacion escalonada [echelon] finita excitada sea exactamente
como la sucesion de ondas emitida por una particula fisica excitada. Por una
parte [for one thing], la forma de la onda de una formacion escalonada es
cuadrada, y por otra, se emite sin energia [it is emitted without energy].
(Necesitariamos, supongo, alejarnos de la forma al menos un paso mas [to make
at least one more departure fron the form] antes de llegar a una concepcion de
la energia siguiendo en esta direccion). Lo que en esta etapa vemos en la formas
de expresion, <[fin de la pagina 100] [comienzo pagina 101]> aunque
reconocibles, podrian ser considerados como precursores simplificados de
aquello que en la ciencia de la fisica tomamos por lo real [what we take in
physical science, to be the real thing]. Aun asi, su precision y su cobertura es
impresionante [striking]. Por ejemplo, si en vez de considerar la secuencia de
ondas emitida por la expresion de la Figura 4, consideramos la propia
expresion, en su estado inmovil [quiescent], vemos que se compone de ondas
estacionarias [standing]. Por lo tanto, si lanzamos [shoot] una semejante
expresion a través de su propio espacio representativo, al pasar un punto dado
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se hara observable en ese punto como una simple oscilacion de una frecuencia
proporcional a la velocidad de su paso [passage]. Hemos asi llegado ya, incluso
en esta etapa, a un notable y estraodinario [striking] precursor de las
propiedades de onda de la materia.

Podemos ver [look upon] tales manifestaciones como las semillas
formales, los antecesores existenciales de lo que, en un estado menos central,
bajo condiciones menos ciertas [certain], tiene que suceder [must come about].
Especialmente hoy hay una tendencia a mirar [regard] la existencia como la
fuente de la realidad y de este modo como un concepto central. Pero tan pronto
como se la examina formalmente (cf Apéndice 2), se ve que la existencia* es
altamente periférica [peripheral], y como tal, especialmente corrupta (en el
sentido formal) y vulnerable. El concepto de verdad es mas central, aunque
todavia reconocible como periférico. Si la debilidad de la ciencia de hoy es que
se centra en la existencia, la debilidad de la l6gica actual [present-day] es que se
centra en la verdad.

A lo largo de este ensayo, no encontramos ninguna necesidad del
concepto de verdad, aparte de dos apariciones evitables (verdad = susceptible de
prueba) en el contexto descriptivo. En ningin punto, por decir lo menos, la
misma es un habitante [inhabitant] necesario de las formas de calcular
[calculating forms]. Estas formas son asi no sblo los precursores de la
existencia, sino también los precursores de la verdad.

Me temo que lo que ha demorado tanto [so held up] el desarrollo de la
logica y de sus matematicas, es el bloque intelectual[intellectual block] con el
cual la mayoria de nosotros tropieza alli donde, para experimentar [to
experience] claramente el mundo, tenemos que dejar [abandon] la existencia
por la verdad, la verdad por la indicacion [indication], la indicacién por la
forma, y la forma por el vacio [void].

[sigue]...

* ex = fuera [out], stare = encontrarse [stand]. Asi existir puede
considerarse como encontrarse afuera [stand outside], estar exiliado [to be
exiled].

[continuacién pagina 101]

¢Qué status posee entonces la logica en relacion con las matematicas?
Podemos anticipar por un momento el Apéndice 2, a partir [from] <[fin de la
pagina 101] [comienzo pagina 102]>del cual vemos que los argumentos que usamos
para justificar las formas de calcular [calculating forms] (e.g. en las pruebas de
teoremas) pueden justificarse a si mismos poniéndolos en la forma del calculo. Asi
puede verse que el proceso de justificaciéon se alimenta a si mismo [can thus be seen to
feed upon itself], y esto puede encerrar [comprise] la mas poderosa razéon contra la
creencia de que la codificacion de un proceso de prueba proporciona evidencia a favor
de las pruebas dentro del mismo [lends evidential support to the proofs in it]. Todo lo
que hace es darles coherencia. Un teorema no es probado mediante la logica y la
computacion, mas de lo que [puede decirse que] un soneto es escrito con la gramatica y
la retorica, o que una sonata es compuesta mediante la armonia y el contrapunto, o un
cuadro [picture] pintado mediante la composicion [balance] y la perspectiva. La logica
y la computacion, la gramatica y la retoérica, la armonia y el contrapunto, la
composicion y la perspectiva pueden verse en la obra después que ésta es creada, pero
estas forma son, en un ultimo analisis, parasiticas, carentes de existencia separadas de
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la creatividad de la obra en si. De este modo la relacion de la logica con las matematicas
se ve que es la de una ciencia aplicada [con respecto a] a la de su mas puro fundamento,
y toda ciencia aplicada se ve que extrae [is seen as drawing] [su] sustento de un
proceso de creacién con el cual puede combinarse para producir una estructura [give
structure], pero del cual no puede apropiarse [but which it cannot appropriate].
Capitulo 12

Imaginémonos que en vez de estar escribiendo sobre una superficie plana,
estuviéramos escribiendo sobre la superficie de la Tierra. Haciendo caso omiso de las
cuevas de conejos, etc., podemos considerarla una superficie de género 0. Supéngase
que escribimos

[ [b] [c]]a.

Para hacerlo legible desde otro planeta, lo escribimos bien grande. Supéngase que
trazamos el paréntesis [bracket] exterior alrededor del ecuador, y hacemos que los
parénesis que encierrana b y a c¢ sigan las lineas costeras de Australia y la Isla Sur de
Nueva Zelanda respectivamente.

Arriba estd la expresion como aparecera desde algun lugar en el hemisferio
norte, digamos Londres. Pero viajemos [a otro sitio].<[fin de la pagina 102] [comienzo
pagina 103]>

Al arribar a Ciudad del Cabo vemos

[ b PG o e
Navegando hasta Melbourne, veremos
[[a] [c]] b,
y siguiendo desde all4 hasta Christchurch, vemos
[[a] [B]] c.

Estas cuatro expresiones son distintas y no equivalentes. Asi se hace evidente
que no basta meramente con escribir una expresion, incluso sobre una superficie de
género 0, y esperar que la misma sea comprendida. Tenemos también que indicar en
donde se encuentra parado el observador en relacion a la expresiéon. Al escribir sobre
un plano, la ambigiiedad no se hace patente porque tendemos a ver la expresiéon desde
fuera del paréntesis situado en el extremo exterior [outermost] de la misma. Cuando
esta escrita sobre la superficie de una esfera, puede no haber manera de decir cuél de
los paréntesis se supone estar en ese extremo. En tal caso, a los efectos de hacer que
una expresion tenga significado tenemos que anadir un indicador para presentar un
lugar desde el cual el observador es invitado a mirarla.

En el tercer experimento observamos un modo alternativo (aunque
menos potente) de usar el principio de relevancia. Mediante el uso normal del
principio pudimos obliterar las marcaciones [markings] adicionales (puesto que
cada estado es marcado de manera idéntica) y llegar al circulo tnico [the single
circle] en un solo paso, mientras que en el experimento en que seguimos el
curso mas débil para obliterar la linea de <[fin de la pagina 103] [comienzo
pagina 104]> distincion entre las marcaciones, necesitamos luego un paso méas
para llegar al circulo tnico.

Adviértase que ambos modos de simplificacion son diferentes de los
métodos de cancelacion y condensaciéon adoptados para el céalculo, aunque
surgen de éstos y, por ende, no son inconsistentes con los mismos. A partir del
experimento empezamos a ver de hecho como todos los principios de
orientacion [constellar] por medio de los cuales guiamos [navigate] el curso de
nuestras travesias [journeys] hacia afuera de [out of] la forma y hacia dentro de
[in to] la misma surgen [spring] de la reductibilidad [reducibility] Gltima de los
numeros y de la evitabilidad de las relaciones. S6lo deteniendo o fijando el uso
de estos principios en alguna etapa

[sigue]...

75



[continuacion de la pagina 104]>

es como podemos arreglarnosla [manage] para mantener de algin modo un
universo en cualquier forma [to maintain a universe in any form at all], y
nuestra comprension de semejante universo viene no de descubrir su actual
apariencia, sino de recordar lo que originalmente hicimos para crearlo [to bring
it about].

De esta manera el calculo mismo puede cumplirse [can be realized] como
un recuerdo [recollection] directo. Cuando dejamos el estado central de la
forma, yendo hacia afuera y en el modo de la imagen [imagewise] hacia la
condicién periférica de la existencia, vimos como las leyes de llamamiento
[calling] y cruzamiento [crossing], que armaron [set] el escenario [stage] para
nuestra travesia a través del espacio de representacion [through the
representative space], se volvieron estrellas fijas [fixed stars] en el familiar
drama [play] del tiempo. Nuestros proyectados temores y esperanzas de su
expiacion final [their ultimate atonement], que llamamos teoremas, se hicieron
su elenco secundario [became their supporting cast]. Al final. Cuando
reingresamos a la forma, todos son justificados y agotados [expended]. Se
necesitaron so6lo mientras estuvieron en duda. Cuando [ya] no puede dudarse de
los mismo, pueden ser descartados.

Retornando, brevemente a la idea de los precursores existenciales, vemos
que si aceptamos su forma como [algo] endogeno a la menos primitiva
estructura identificada con la realidad, en la ciencia de hoy, no podemos escapar
a la conclusion de que lo que ahora es cominmente visto [regarded] como real
consiste, en su presencia misma [in its very presence], meramente de simbolos
[tokens] o expresiones. Y puesto que los simbolos y las expresiones son
consideradas ser de algun (otro) sustrato, asi el propio universo, como lo
conocemos, puede considerarse ser la expresion de una realidad distinta de él
mismo [an expression of a reality other than itself].

Consideremos entonces, por un momento, el mundo como lo describen
los fisicos. El mismo consiste de un cierto nimero de particulas fundamentales
que, si se lanzan a través de su propio espacio, aparecen como ondas, <[fin de la
pagina 104] [comienzo pagina 105]> y son asi (como en el Capitulo 11), de la
misma estructura laminada que las perlas o las cebollas, y otras formas de ondas
llamadas electromagnéticas que, en virtud de la navaja de Occam, es
conveniente considerar desplazandose [travelling] en el espacio con una
velocidad estandar. Todas éstas aparecen sujetas [bound] a ciertas leyes
naturales que indican la forma de su relacion.

Ahora, el propio fisico [the physicist himself] que describe todo esto, esta
¢l mismo, segin su propia explicacion [in his own account], construido de [la
misma materia]. Se encuentra, en suma, hecho de un conglomerado de las
mismas particulas que describe, obedeciendo y sometido juntamente, no més, ni
tampoco menos, a tales leyes naturales que él mismo se ha ingeniado para hallar
y registrar.

Esto en verdad es asombroso.

No tanto en vista de lo que ve, aunque esto puede de por si parecer
bastante fantastico, sino con respecto al hecho de que pueda en absoluto ver
[algo].

Pero a fin de asi hacerlo, evidentemente tiene primero que partirse a si
mismo [cut itself up] al menos en un estado que ve, y al menos en un otro estado
que es visto. En esta condicion escindida [severed] y mutilada, cualquiera que
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sea lo que ve es solo parcialmente a si mismo. Podemos considerar que el
mundo es indudablemente él mismo (i.e. no es distinto de si mismo), pero, en
cualquier intento de verse a si mismo como un objeto, de manera igualmente
indudable tiene que actuar* de modo de hacerse a si mismo distinto de si mismo
y, por consiguiente, falso para si mismo. En esta condiciéon siempre se eludira
parcialmente a si mismo.

Parece dificil encontrar una respuesta aceptable para la pregunta de
como o por qué el mundo concibe un deseo, y descubre una capacidad, para
verse a si mismo, y parece padecer

*Cf[ ] = actor, antagonista. Puede notarse la identidad de la
accion y la agonia [agony].
[sigue]...

[continuacion pagina 105]>

el proceso. Quizas en vista de la forma en que nosotros mismos nos
consideramos que existimos actualmente [in view of the form in which we
presently take ourselves to exist], el misterio surge de nuestra insistencia en
formular una pregunta donde no hay, en realidad, nada que preguntar. Sin
embargo, si tal deseo, capacidad y experiencia sufrida son admitidos, puede
parecer que el estado o condicidon que surge como resultado es, de acuerdo <[fin
de la pagina 105] [comienzo pagina 106]> con las leyes aqui formuladas,
absolutamente inevitable. . En este sentido, al menos, no hay ningin misterio.
Nosotros, como representantes [representative] universales, podemos registrar
las leyes universales lo suficiente [far enough] como para decir

y asi sucesivamente, asi sucesivamente al final [eventually] construiras el

universo, en todos sus pormenores y potencialidad [in every detail and

potentiality], como lo conoces ahora; pero luego [then], de nuevo

[again], lo que [habras] construido no sera todo, porque para el

momento en que hayas alcanzado lo que es ahora, el universo se habra

expandido [expanded] dentro de un nuevo orden para contener lo que
sera entonces [then].
En este sentido, con respecto a su propia informacion, el universo tiene [ must]
que expandirse [expand] para escapar del telescopio a través del cual nosotros,
que somos él [who are it], estamos tratando de capturar [al universo mismo],
que es nosotros. La serpiente se come a si misma, el perro persigue su [propia]
cola.

De este modo, el mundo, cada vez que se manifiesta [appears] como un
universo* fisico, a nosotros, sus representantes, tiene siempre que parecernos
que esta jugando consigo mismo una suerte de juego del escondite [hide-and-
seek]. Lo que se revela sera ocultado, pero lo que se oculta serd de nuevo
revelado. Y puesto que nosotros mismos lo representamos, esta ocultacion se
hara patente [will be apparent] en nuestra vida en general, y en las matematicas
en particular. Lo que trato de mostrar en el capitulo final es el hecho, que en
realidad supimos siempre [all along], de que los dos axiomas mediante los
cuales fijamos nuestro curso eran mutuamente compatibles [permissive] y
concordantes [agreeable]. En una cierta etapa de nuestro argumento, de alguna
manera astutamente [cleverly] nos ocultamos [obscured] a nosotros mismos
este conocimiento, a fin de que pudiéramos entonces guiarnos [navigate] a
nosotros mismos a través de un viaje [journey] de redescubrimiento,
consistente en una serie de justificaciones y pruebas con el proposito de
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ofrecernos [rendering] otra vez, a nosotros mismos, evidencia irrefutable de lo
que ya sabiamos.

De este modo, al encontrarnos de nuevo con ello, a la luz de lo que
tuvimos que hacer para volverlo [render it] aceptable, vemos que nuestro viaje,
como algo preconcebido [in its preconception], era innecesario, aunque, una vez
que lo emprendimos, su curso formal era inevitable.

*unus = uno, vertere = volverse [turn] Cualquier universo dado (o
cautivado) [captivated]) es lo que se ve como el resultado de dar origen a un
cambio [a making of one turn], y asi [thus] es la apariencia de cualquier
primera distincion, y sélo un aspecto menor [minor] de todo ser [all being],
patente y no patente [apparent and non-apparent]. Su particularidad es el
precio que pagamos por su visibilidad.
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Podemos advertir ademas que argiiir se basa en arguere = clarificar
(literalmente convertir en plata [make silver]). Encontramos asi toda una
constelacion de palabras que tiene que ver con el proceso de lograr
hacerlo correctamente [getting it right].

Pag. 96: [15] siguiendo a Edward V. Huntington, Trans. Amer. Math. Soc., 5
(1904) 288-
-309.

Pag. 97: [16] George Boole, An investigation on the laws of thought [Una
investigacion sobre las leyes del pensamiento], Cambridge, 1854, p. 50.
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APENDICE 2

EL CALCULO INTERPRETADO PARA LA LOGICA

El calculo de las indicaciones consiste en un conjunto de maneras de indicar
uno u otro de los dos estados distinguidos por la primera distincion, asi
podremos encontrar una aplicacion del mismo para las formas indicativas de
cualquier clara distincién de esta indole [kind]. Tiene que cumplirse [apply] en
casos donde las puertas pueden abrirse o cerrarse, o donde los circuitos
[switches] pueden estar encendidos o apagados, o donde las linea pueden estar
despejadas o bloqueadas. También se aplicara a una estructura de lenguaje en la
que las oraciones pueden ser verdaderas o falsas.

Considerando la cuestion de su aplicacion a la luz de la direccién de
donde hemos venido, no es de inmediato obvio que el calculo tendra una
aplicacion itil o reveladora para cualquiera de esos casos, aun cuando podemos
ver que el mismo se cumplira [will apply]. En el ensayo, el calculo ha sido
construido en una serie de formas y desviaciones [departures], y aunque lo que
hemos encontrado alli puede parecer curioso, asi puede igualmente parecerlo el
por qué nos tomamos el trabajo de buscarlo.

El hecho es que, al emprender el desarrollo del calculo en esta direccion,
el autor estd haciendo el viaje por segunda vez, mientras que para el lector
podria ser que fuera su primera travesia. El viaje anterior del autor fue en la
direccion opuesta, desde las formas de interpretacion que estamos ahora a
punto de discutir, hacia la forma de indicacion de la cual las mismas surgen
[arise]. Asi el autor esta consciente [aware], aunque el lector podria no estarlo
aun, de como y donde [la travesia] terminara, y de las clarificaciones y
simplificaciones que tuvo que adoptar [undertake] a fin de encontrar el camino
hacia el lugar desde el cual estd volviendo ahora. Sabe, también, que esas
clarificaciones se veran fortalecidas en el viaje de regreso, aunque puede que el
[autor] tenga todavia que transmitir al lector su visién de la claridad de las
mismas y la impresion de su fortaleza [strenght].

Al interpretar el calculo, lo que hacemos es poner en correspondencia
[match] los valores o <[fin de la pagina 112] [comienzo pagina 113]> estados o
elementos permitidos en el calculo con un conjunto similar de valores o estados
o elementos en lo que ha de convertirse en su interpretacion. Un interpretacion
se encuentra correctamente puesta en correspondencia [matched] si cada
elemento en la misma esta asociado con un elemento identificable en el calculo,
y los elementos en cada caso tienen distinciones similares entre si. Aun asi,
aunque tiene que haber este grado de similitud entre un calculo y una
interpretacion del mismo, en cualquier caso de un calculo con méas de un valor,
el calculo y la interpretacion son distintos. El hecho de su distincién se hace
claro [plain] por la pluralidad de maneras en que una interpretaciéon dada puede
aplicarse.

Con un calculo que representa n valores distintos hay evidentemente n!
maneras diferentes de ponerlos en correspondencia con n distintos valores
representados en la interpretacion, y de este modo [hay] n! formas diferentes
que semejante interpretacion puede asumir. Al interpretar el calculo de las
indicaciones para la lbégica oracional [sententiall , pondremos en
correspondencia cada uno de los estados de la distinciéon primaria con cada uno
de los estados distinguidos por lo que es verdadero y lo que no es verdadero, lo
que nos ofrecera 2! = 2 posibles opciones [choices] de interpretacion.

El hecho de que un célculo y una interpretacion del mismo son entidades
distintas es de crucial importancia. Por dejar de aprovechar [make use of] este

79



[hecho], nosotros mismos nos privamos [cut off] de formas de simplificacion
que por lo demas se encuentran facilmente disponibles.
[sigue]...

[continuacion pagina 113]>

Una de tales formas, reconocible con frecuencia en las matematicas, consiste en
el uso subyacente, cuando se requiere, de una construccion que carece [is
devoid] de interpretacion dentro de la aplicacion particular, pero que puede no
obstante usarse para acortar el camino hacia una respuesta alli. Un ejemplo
notable, fuera del campo de la 16gica, lo constituye el uso de i = /-1, en la teoria
electromagnética.

Vemos en logica que ‘no verdadero’ significa lo mismo que ‘falso’, y que
‘no falso’ también significa ‘verdadero’. Asi que tenemos la opcion [choice] de
asociar ya sea [whether] el estado no marcado con lo verdadero [truth] y el
estado marcado con lo no verdadero [untruth], o asociar el estado marcado con
lo verdadero y el estado no marcado con lo no verdadero. Aunque, desde el
punto de vista de la calculacion [calculation], es completamente inmaterial cual
[de las dos opciones elegimos], la altima de las dos es de hecho mas facil desde
el punto de vista de la interpretacion.

En consecuencia, identificamos el estado marcado, y de este modo
un<[fin de la pagina 113] [comienzo pagina 114]> cruce vacio [empty cross], con
verdadero [true], y el estado sin marcar, y por ende un espacio en blanco, con
falso [false].

Podemos ahora dejar que las variables a, b, . . . representen [stand for]
los posibles valores de verdad de las diversas oraciones simples en una oracion
compleja, y para este proposito podemos asignarle [allot] una variable distinta a
cada oracion simple distinta.

A continuacién, debemos encontrar, en el algebra primaria, las formas
que habran de representar apropiadamente, en el calculo oracional, las
constantes mediante las cuales esos valores son relacionados.

Es claro que podemos interpretar —a, o no a, através de [ ]. Es también
claro que una tabla de verdad para a v b, o a y/o b, tiene exactamente la
misma forma como la desplegada por la regla de dominacién [dominance], de
modo que a v b puede representarse simplemente mediante ab. Todas las
otras formas pueden ahora construirse a partir de éstas. Asi

en palabras en el calculo oracional en el algebra
primaria

no a -a [ ]

aob avb ab

ayb a.b [ ]

a implica b [ ] [ ]

Es la simplicidad de la representacion de la implicacion lo que hace que esta
opcidn interpretativa sea mas facil que la alternativa, enlacual[ ] tiene que
escribirse [ ].

Al examinar la interpretacion como ha sido expuesta [as thus set out],
advertimos de inmediato dos fuentes de potencia [power], ninguna de las cuales
se encuentra disponible en el célculo oracional estandar. Estas son,
notablemente, la condensacion de un nimero de formas de representacion
[representative forms] en una sola forma [into one form], y la capacidad
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[ability] para proseguir, donde haga falta, mas alla [beyond] de la 16gica a través
de la aritmética primaria.<[fin de la pagina 114] [comienzo pagina 115]>

Con respecto a la primera de esas fuentes, podemos tomar, para fines de
ilustracion, las formas de la conjuncién légica. En el calculo oracional. Estas son

a.

b.a

-(-a v -b)
-(-b v -a)
-l ]
= ]

Cada una de estas seis distintas expresiones se escribe, en el algebra primaria,
solo de una manera,

[siguel]...

[continuacion pagina 115]>

Esta es una simplificaciéon propiamente hablando, puesto que el objeto de hacer
que tales oraciones se correspondan con esos simbolos no es la representacion
[de las mismas], sino la calculacion [calculation]. De este modo, por el mero
principio de evitar una prolijidad innecesaria en las formas de representacion
[representative forms], hacemos el proceso de calculacion menos dificultoso
[troublesomel].

Pero la potencia que se nos concede [grant] a través de esta simplicidad,
aunque grande, es en si misma pequefia comparada con la potencia que queda a
nuestra disposicion mediante la conexién del &lgebra primaria con su
aritmética. Porque esta facultad nos permite [enables us] prescindir de todo un
conjunto de largas y tediosas calculaciones, y también de sus no menos
dificultosas alternativas, tales como los exhaustivos (y matematicamente
débiles) procedimientos de construccion de tablas de verdad, y los métodos
graficos (y por ende mateméaticamente poco sofisticados) de los diagramas de
Venn y sus equivalentes modernos.

Esto se hace posible por el hecho de que las tres clases de expresiones
algebraicas, integrales, desintegrales [disintegral] y consecuentes
[consequential], que en la interpretacion corresponden a verdadero [true]
(tautologico), falso (contradictorio), y contingente, son facilmente [readily]
distinguibles mediante manipulaciéon [de simbolos].<[fin de la pagina 115]
[comienzo pagina 116]>

Ejemplo. Clasifiquense las siguientes oraciones complejas con respecto a
su verdad [truth], no verdad [untruth], o contingencia.

L[ ]
o[ ]
3.1 1.
= [ ] transcripcion
= [ ] gen (C2)
= [ ] gen
= - int (CB) .
Verdadera [true].
pl= transcripcion
= tra (J2)

gen (C2) (dos veces)
int (C3) (dos veces)

e e—
| NS ISy ISy E—
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= pos (J1) (tres veces) .

Falsa [false].
=T ] transcripcion
= ] ref (C1)
B | occ (C4) (dos veces) .<[fin
de la pagina 116] [comienzo pagina 117]>
Contingente.

Estas calculaciones, conducidas en el algebra primaria, son tan simples
que resultan ser mateméaticamente triviales. Es decir, desde el momento que
cada una de las oraciones es transcrita en el calculo de indicaciones, para
cualquier persona familiarizada con esta forma la respuesta se hace obvia con
una mera inspeccion [ocular de las férmulas]. Aqui he llevado a cabo las
calculaciones lentamente, en pasos muy pequenos, bajo la suposicién de que el
lector no se encuentra ain familiarizado con la forma.

Las consecuencias de esta disponibilidad de la aritmética [arithmetical
availability] son radicales [sweeping]. Todas las formas de la implicacion
primitiva se vuelven redundantes, puesto que tanto las mismas como sus
derivaciones se construyen facilmente a partir de [from] un solo cruce [a single
cross] o se comprueban [tested] por reduccion a éste. Por ejemplo, todo [el
contenido] de las paginas 98-126 de Principia Matematica puede ser reescrito
sin pérdida de [rigor] formal en el simbolo tinico [in the one symbol]

-

[sigue]...

[continucion pagina 117]>
siempre que, a estas alturas [at this stage], las formalidades de la calculacién y
la interpretacion se encuentren implicitamente sobreentendidos, como
efectivamente [indeed] lo estan en Principia. Estimando [allowing] unos 1500
simbolos por pagina [to the page], esto representa una reduccion del nivel de
ruido matematico [mathematical noise-level] por un factor de mas de 40000.
Con tan inmensa ganancia en la claridad formal de las expresiones, la
invalidez de un argumento falso esta igualmente abierta a una confirmacién
inmediata. Ilustramos [el punto] con un argumento semejante abajo,
presentado [offered] por Maurant[18] como un dilema.
Si hemos de tener una economia s6lida [sound], debemos impedir la
inflacion monetaria. Pero si hemos de tener una economia en expansion
tenemos que permitir la inflacién de la moneda. Hay inflacion monetaria
o no la hay. Por consiguiente, ni tendremos una economia so6lida ni una
economia en expansion.
Hagamos que

S represente a [stand for] tenemos una economia sélida
c represente a hay inflacion monetaria
e represente a tenemos una economia en

expansion.<[final de la pagina 117] [comienzo de la pagina 118]>
Transcribiéndolo al algebra primaria, enontramos
[ ]
= [ ] pos (J1),
ref (C1) .
Esta expresion es consecuente, pero si el hecho no es todavia patente
[apparent], podemos usar la conversa del teorema 16 con una variable
arbitraria y una constante, digamos ¢ = - , obteniendo [giving]
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Il
—

] int (C3),

ref (C1) (tres veces),

gen (C2) .

Esto claramente no puede ser reducido, ni tampoco puede serlo el original. Asi
que no hay dilema. Otras caracteristicas del argumento son también iluminadas,
especialmente la total irrelevancia de la premisa ‘c o no c’.

Si retrocedemos [stand back] por un momento para mirar [regard] la
estructura de una logica de la implicacion [implicational logic], como la de
Whitehead y Russell, vemos que la misma se encuentra plenamente contenida
en la [estructura] de una légica de la equivalencia. La diferencia esta en la indole
de los pasos usados [in the kind of step used]. En un caso, las expresiones se
separan [are detached] en el punto de implicacion [at the point of implication],
en el otro se separan en el punto de equivalencia.

Si una expresion se separa en el punto de implicacion, no necesita por
supuesto ser equivalente a la expresién de la cual se deriva. Pero si es una
tautologia, ésta puede ser implicada s6lo por otra tautologia, de modo que, en
tales casos, el signo de implicacion puede siempre reemplazarse por un signo de
equivalencia. Asi una légica de la implicacion degenera de hecho en una légica
de la equivalencia en lo que respecta a la clase de los enunciados [statements]
verdaderos, con lo cuales tales logicas estan mas estrechamente preocupados
[concerned].<[fin de la pagina 118] [comienzo pagina 119]>

El teorema de completitud para el algebra primaria [que figura] en el
texto constituye lo que, interpretado en la légica, se llama un teorema de
completitud fuerte, puesto que incluye el mas débil teorema original[19] de
Post. La version mas débil meramente afirma [asserts] que todos los enunciados
verdaderos estan implicados por los enunciados verdaderos inicialmente dados
como primitivos. Puesto que, en el caso de

[sigue]...

[continuacién pagina 119]>

los enunciados verdaderos la implicacién es equivalente a la equivalencia,
vemos que

semejante teorema debe ser incluido en un teorema que estipule [state] la
completitud de todas las formas de equivalencia, independientemente de si los
enunciados interpretados a partir de las mismas son verdaderos, falsos o
contingentes.

Podemos ahora pasar a considerar como el calculo de indicaciones puede
aplicarse a la logica tradicional de las clases. Antes de hacer esto, es de interés
plantear [state] una suposicion hasta ahora silenciada [silent] (o relativamente
silenciada) a los efectos de que, en ausencia de instrucciones en contrario,
suponemos que las premisas de un argumento se encuentran conectadas
[related] por conjunciones logicas. Por ejemplo, al transcribir el presunto
[alleged] dilema de arriba, cruzamos primero [we first cross] la transcripcion
de cada premisa individual y luego cruzamos el resultado para obtener [give] la
conjuncion, y finalmente cruzamos todo esto de nuevo para la implicaciéon. De
hecho hemos llegado habitualmente a considerar la conjunciéon y’ como la
constante propia de los intersticios [as the proper interstitial constant]. Pero
podriamos, por ejemplo, reformular tanto la logica oracional como la de las
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clases sobre la suposiciéon de que ‘0’, en vez de ‘y’, es la constante que conecta
las premisas. Al lector podria gustarle intentar una prueba de esto. Constituye
un ejercicio revelador, especialmente con respecto a la logica de las clases, y no
es dificil.

Todas las formas universales de la l6gica tradicional de las clases pueden
ser acomodadas dentro de la lbégica de las oraciones, de modo que
consideraremos primero estas formas. Para acomodarlas usamos el patrén
[pattern] [expresado] en la siguiente clave [in the following key].

para todoslosasonb use [ ]

para ningunaesb use [ 1
y otras formas como corresponda consecuentemente [accordingly]. Para evitar
el empleo de letras distintas para oraciones y clases, en las formas de calcular
[calculating forms] podemos dejar que cualquier variable literal simple v
represente la oracion [ 1, i.e. ‘x es un miembro de la clase v’. Esto no dara
origen a ninguna confusion no intencional, puesto que el signo v, cuando se usa
para denotar la clase, <[fin de la pagina 119] [comienzo pagina 120]> no entra
en la calculacion, que es emprendida con v representando Gnicamente el valor
de verdad de la oracion correspondiente..

Tomando la forma de un silogismo en el modo Barbara, y poniendo
primero la premisa menor, como hacen Whitehead y Russell, hallamos

st todos los a son b

y todos los b son ¢

entonces todos los a son ¢
que podemos representar mediante

[ ]
F1 =\ ] ref

= - gen (tres veces),

int.

Se ve asi que la forma oracional constituye una tautologia y el argumento, por
ende [thereby], es vélido. En el caso de un argumento invalido, la expresion
algebraica no se reducira a un cruce, de modo que tenemos un sistema confiable
[reliable] para comprobar [testing] la validez de cualquier argumento universal
que tenga forma de silogismo. Mas tarde estudiaremos un método que
determinara la conclusién a partir de las premisas solas [from the premisses
alone]. Como vemos, en la presente forma, aunque su validez puede ser
comprobada [be tested], de ser dadas las premisas solas la conclusion puede
hallarse solo por ensayo [trial] y [error].

[sigue]...

[continuacion pagina 120]>

Los problemas de equivalencia son similarmente susceptibles de ser
resueltos de esa manera.
Ejemplo. [20] Un club tiene las reglas siguientes.
(a) El Comité de Finanzas debe ser escogido entre los [miembros]
del Comité General,
(b) Nadie sera miembro de los Comités General y de Biblioteca a
menos que esté también en el Comité de Finanzas,
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(c) Ningtn miembro del Comité de Biblioteca estara también en el
Comité de Finanzas.<[fin de la pagina 120] [comienzo pagina

121]>
Simplifiquense estas reglas.
Procedimiento.
para xes un miembro del Comité de Finanzas escriba m
para x es un miembro del Comité General escriba g
para Xx es un miembro del Comité de Biblioteca escriba b

Usualmente se sobreentiende que la constante que esta en los intersticios de un
conjunto de reglas es una conjuncién, de modo que podemos ahora
transcribirlas al algebra primaria como sigue.
[ ]
Nuestro proposito es reducir esto, si fuera posible, a una forma de conjuncion
mas simple que sea equivalente, y pueda asi usarse para reemplazar el conjunto
original de reglas.
Fa2 [ ] ref
=[ ] cro (Co)
= [ ] gen,
tra,
ref
] gen
cro
] tra
] occ (dos veces)<[fin de la

F3

Il
) e B
| S—

F4 =
pagina 121]
[comienzo pagina 122]>
Retranscribiendo se obtiene la respuesta
(1) El Comité de Finanzas debe ser escogido entre los [miembros]
del Comité General.
(2) Ningin miembro del Comité General estara en el Comité de
Biblioteca.
Podemos verificar [check] esta respuesta mediante el teorema 16. Sea m

= 1

Ahora F2 € | ]

Fgq = [ 1=1 1.
Seam = . Ahora

> =9 ]

Fgq = [ Iy

De modo que la respuesta es correcta, siempre y cuando hayamos interpretado
el problema adecuadamente [properly].

Vemos que, a partir de esta respuesta, podemos obtener una implicacion
(no una equivalencia) a los efectos de que ningtin miembro del comité de
biblioteca estara en el comité de finanzas, puesto que cruzando [crossing] F4
(para la implicacion) y reflejando [reflecting] obtenemos

[ 1,
y ahora anadiendo nuestra conclusion tentativa se tiene
[ 1 = .

La estructura matematica ilustrada en esta suerte de inferencia sugiere la
siguiente proposicion. <[fin de la pagina 122]
[sigue]...
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[comienzo pagina 123]>
Teorema interpretativo 1

Si se interpreta el algebra primaria de tal modo que las expresiones
integrales son verdaderas, y cada una de un nitimero de premisas de inclusion
de clase [class-inclusion] es transcrita como oracion en el dlgebra, y las
variables que representan una misma oracion en niveles impares y pares son
canceladas, lo que queda, cuando es vuelto a transcribir [when retranscribed],
es la conclusion logica.

La prueba no es dificil y puede dejarsele al lector. El teorema en si, como
un un atajo [short cut] para la inferencia, posee una potencia considerable [is of
considerable power]. Para ilustrarlo, podemos tomar el altimo sorites de Lewis
Carroll.

El problema consiste en extraer [draw] la conclusion del siguiente
conjunto de premisas.

(1) Los tnicos animales en esta casa son gatos;

(2)Todo animal que le gusta contemplar [gaze] la luna es apto para
ser mascota;

(3)Cuando detesto un animal, lo evito;

(4)Ningan animal es carnivoro si no [unless] merodea en la noche;

(5)Ningun gato deja [fails] de cazar ratones;

(6)Ningin animal jamés se me acerca, excepto los que estan en
esta casa;

(7)Los canguros no son aptos para ser mascotas;

(8)Ninguno, excepto un carnivoro, mata ratones;

(9)Detesto los animales que no se me acercan;

(10)A los animales que merodean en la noche les gusta contemplar
la luna.

El método empleado hasta ahora para resolver un problema semejante
era buscar la solucidon [work it out] por etapas, pero esto puede tomar mucho
tiempo. Usando el teorema de arriba, simplemente adoptamos una variable
distinta para cada conjunto distinto (pero no complementario), transcribimos,
cancelamos, y arribamos a la respuesta de manera practicamente instantanea.
Procedamos, pues, a adoptar

h para casa, en esta
c para gato
p para mascota, apto para ser <[fin de la pagina 123] [comienzo

pagina 124]>

para detestado por mi

para evitado por mi

para luna, le gusta contemplar la

para carnivoro

para noche, merodea en la

para mata ratones

para se me acerca

para canguro

Por el principio de relevancia vemos que no necesitamos adoptar una variable
para el conjunto de los animales. Procedemos ahora a la transcripcion y la
cancelacion

[ ]

que revela [ ]. Por consiguiente, todos los canguros son evitados por mi
[o ‘evito todos los canguros’].

TTASC 3 RA
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Hasta ahora hemos considerado como el calculo de indicaciones, en la
forma del algebra primaria, puede usarse para clarificar y simplificar problemas
en la légica oracional, y también aquellos de contenido [import] universal, o no
existencial, en la logica de las clases o en la teoria de conjuntos. Pasaremos
ahora a considerar su extension, en la logica de las clases, a problemas de
contenido existencial, o particular.

Resolvimos la cuestion de como representar un enunciado [statement] tal
como

todos los a son b
traduciéndolo a una [oracion] compleja equivalente en el calculo oracional. La
cuestion que debemos ahora tratar de contestar es ¢puede un enunciado
existencial tal como

algunos a son b
ser traducido de manera similar?

Notemos primero que para contradecir la asercion general todos los a
son b, es suficiente encontrar algunos a que no son b. Podemos notar, de paso,
que el enunciado
<[fin de la pagina 124]

[sigue]...

[comienzo pagina 125]>
ningn a es b
no contradice todos los a son b
puesto que en caso de que a no exista [is non-existent], ambas aserciones son
verdaderas.
Transcribiendo de acuerdo con los principios ya adoptados,
consideramos que
algunos a noson b
dice
no todos los a son b
y asi lo representamos mediante
[ 1.
De manera similar representamos
algunos a son b

[ T
Para ver como esto funciona [works out], transcribimos otro silogismo,
esta vez con contenido existencial. Asi
todos los a son b
algunos a son c
algunos b son c
se convierte en [becomes]
[ ]
= [ ]

- .<[fin de la pagina 125] [comienzo pagina

mediante

126>
Puesto que hay otra manera en que podemos ver que este silogismo es valido, el mismo
parece estar representado adecuadamente. Pero usando las mismas reglas podemos
representar

algunos a son b

algunos b son c
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algunos a son c
sabiendo que es invalido, mediante

[ ]

K[ ]

=T
en donde aparece siendo valido. ¢Cémo resolvemos esta aparente
contradiccién?

Debemos estar claros sobre un punto. La cuestion es respondida en los
libros de texto (tacitamente, porque usualmente no es planteada de modo
explicito) como fue originalmente resuelta [answered] por Aristoteles, dando
un conjunto mas o menos complicado de reglas que desautorizan [disallow]
esta inferencia. Pero un conjunto de reglas para decir que uno no debe hacer
algo no es una explicacion de por qué uno no debe hacerlo, ni el hecho de que, si
permitimos esa inferencia, ésta puede llevarnos a una conclusiéon impropia,
tampoco satisface [meet] el elevado grado de comprension [understanding] que
se requiere de todas las exposiciones [account] explicativas* en este libro.
Hemos encontrado un &area en donde un procedimiento interpretativo
aparentemente impecable subitamente nos ha fallado [let us down], y todas las
reglas que [nos] dicen que debemos por consiguiente evitar esta area, tienen un
insatisfactorio sabor ad hoc, por méas bien que esas reglas operen en la practica.
<[fin de la pagina 126 (sin la nota al pie)] [comienzo pagina 127]>

Tampoco sirve recurrir a formas gréaficas, tales como los diagramas de
Venn, puesto que éstos, en comun con otros graficos, ofrecen una comprension
[realization] pintoresca que es periférica, no central, a la cuestion. Para
resolverla [to answer it] tenemos que encontrar un enfoque [approach] [que
sea] del todo mucho maés sutil.

Empezamos con la observacion de que los enunciados [statements]
acerca del universo del discurso, e.g.

[comienzo pagina 123]>
Teorema interpretativo 1

Si se interpreta el algebra primaria de tal modo que las expresiones
integrales son verdaderas, y cada una de un nitmero de premisas de inclusion
de clase [class-inclusion] es transcrita como oracién en el dlgebra, y las
variables que representan una misma oracion en niveles impares y pares son
canceladas, lo que queda, cuando es vuelto a transcribir [when retranscribed],
es la conclusion légica.

La prueba no es dificil y puede dejarsele al lector. El teorema en si, como
un un atajo [short cut] para la inferencia, posee una potencia considerable [is of
considerable power]. Para ilustrarlo, podemos tomar el altimo sorites de Lewis
Carroll.

El problema consiste en extraer [draw] la conclusion del siguiente
conjunto de premisas.

(1) Los tnicos animales en esta casa son gatos;

(2)Todo animal que le gusta contemplar [gaze] la luna es apto para
ser mascota;

(3)Cuando detesto un animal, lo evito;

(4)Ningun animal es carnivoro si no [unless] merodea en la noche;

(5)Ningun gato deja [fails] de cazar ratones;

(6)Ningin animal jamés se me acerca, excepto los que estan en
esta casa;

(7)Los canguros no son aptos para ser mascotas;
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(8)Ninguno, excepto un carnivoro, mata ratones;

(9)Detesto los animales que no se me acercan;

(10)A los animales que merodean en la noche les gusta contemplar
la luna.

El método empleado hasta ahora para resolver un problema semejante
era buscar la solucion [work it out] por etapas, pero esto puede tomar mucho
tiempo. Usando el teorema de arriba, simplemente adoptamos una variable
distinta para cada conjunto distinto (pero no complementario), transcribimos,
cancelamos, y arribamos a la respuesta de manera practicamente instantanea.
Procedamos, pues, a adoptar

h para casa, en esta
c para gato
p para mascota, apto para ser <[fin de la pagina 123] [comienzo

pagina 124]>

para detestado por mi

para evitado por mi

para luna, le gusta contemplar la

para carnivoro

para noche, merodea en la

para mata ratones

para se me acerca

para canguro

Por el principio de relevancia vemos que no necesitamos adoptar una variable
para el conjunto de los animales. Procedemos ahora a la transcripcion y la
cancelacion

[ ]

que revela [ ]. Por consiguiente, todos los canguros son evitados por mi
[o ‘evito todos los canguros’].

Hasta ahora hemos considerado como el calculo de indicaciones, en la
forma del algebra primaria, puede usarse para clarificar y simplificar problemas
en la légica oracional, y también aquellos de contenido [import] universal, o no
existencial, en la logica de las clases o en la teoria de conjuntos. Pasaremos
ahora a considerar su extension, en la légica de las clases, a problemas de
contenido existencial, o particular.

Resolvimos la cuestion de como representar un enunciado [statement] tal

0" TTAS C 3R

como
todos los a son b
traduciéndolo a una [oracion] compleja equivalente en el calculo oracional. La
cuestion que debemos ahora tratar de contestar es {puede un enunciado
existencial tal como
algunos a son b
ser traducido de manera similar?

Notemos primero que para contradecir la asercion general todos los a
son b, es suficiente encontrar algunos a que no son b. Podemos notar, de paso,
que el enunciado
<[fin de la pagina 124]

[sigue]...

[continuacién pagina 127]>
st hay un a en el mismo [it]
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entonces este a estambién un b en el mismo,
no hace ninguna afirmacion de [assert no claim to] la existencia de cosa alguna
[anything] en el mismo, aunque en un nivel diferente puede considerarse [be
taken] que afirman [claim] la existencia del universo que tiene esas propiedades
condicionales. Pero para negar semejante enunciado [statement], afirmamos
que

existe en el mismo al menos un a quenoesun b.

Ahora la distincion entre existente [existing] y no existente no se aplica
como la distincion entre verdadero y no verdadero. Si un enunciado s es
verdadero, entonces su enunciado complementario —s es falso. Pero si una cosa
t existe, entonces su cosa complementaria no t no necesariamente es no
existente. En el universo de Inglaterra, el complemento de Londres es el campo
[country]. Ambos, al momento de escribir esto, aparentemente existen. Asi
ninguna existencia se sigue [follows] de otra existencia, de modo que a partir de
un enunciado, o de una lista de enunciados, que aseveran solamente existencia,
ninguna conclusion adecuada puede extraerse.

Hasta ahora nos encontramos todavia en la periferia. Esto es decir,
estamos aun examinando la forma de la interpretacion sin encontrar
exactamente cuando y dénde la misma pierde el apoyo de [breaks faith with] las
matematicas.

Al relacionar las matemaéticas y la interpretacion , encontramos formas
tales como [ ]
que, en su interpretacion, no dicen nada acerca de la existencia, ni afirmandola
ni negandola. Pero esas formas, cuando son cruzadas [when crossed] )

[ 1 ,<[fin de la pagina 127] [comienzo
pagina 128]> ahora si dicen algo sobre la existencia, al menos en la
interpretacion que les hemos permitido.

La expresion [ ] es universal porque limita la configuracion [shape]
del universo de modo que no hay espacio en éste para un a que no es un b. Al
menos asi es como nosotros la tomamos. Pero podriamos (aunque no lo
hagamos) considerar que significa, simplemente, que este universo sucede
precisamente [just] que no existe un a que es un b, aunque hay el espacio, si
lo queremos, para sostener [hold] uno. En otras palabras, podriamos (aunque
no lo hacemos) interpretarla existencialmente.

De manera similar podriamos interpretar la expresion [ ]
universalmente. Porque el enunciado algunos a no son b, aunque suficiente
para contradecir el enunciado de que todos los a son b, no es necesario. Una
manera alternativa de contradecirlo seria simplemente negar que el universo
sea de una forma tal que requiera de cualquier a que éste sea también un b, sin
tener realmente que exigir la existencia de un a para probarlo.

En esta alternativa tenemos un medio de confinar todas las
interpretaciones a un contenido no existencial. Veamos ahora como opera en el
caso del silogismo invalido Debemos ahora escribir

algunos a son b
algunos b son c
algunos a son c
en la forma
no es el caso que ningin a es b
no es el caso que ningin b es ¢
no es el caso que ningln a es c,
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haciendo explicito el requerimiento de que ningtin enunciado ha de ser tomado
existencialmente.

Aun asi, a primera vista, no nos encontramos completamente a salvo de
dificultades [out of trouble]. Porque aunque, a partir de semejante descripcion,
el universo parece [verse] forzado [compelled] a reservar espacio para a’s que
podrian ser b’s y para b’s que podrian ser c¢’s, no parece forzado (como deberia
estarlo, por la implicacion) a reservar ningin espacio para a’s que podrian ser
c’s.<[fin de la pagina 128] [sigue]...

[comienzo pagina 129]>

Pero un universo sin semejante [such] espacio contendria a lo sumo [at
most] seis departamentos diferentes, puesto que le estaria faltando [it would be
missing] un departamento para a’s que son también b’s que también son c’s, y
para a’s que son también no b’s que también son c’s. Ahora, hay un bien
conocido teorema, una prueba del cual fue publicado [14, p 309] por
Huntington en 1904, de acuerdo con el cual el niimero de elementos en cada
[every] campo l6gico finito tuene que ser [must be] 2m (siendo m un entero
>0). Asi un algebra adecuada para un campo légico [que sea] tal no puede, sin
restricciones adicionales [without further constraints], representar una forma
en la que el nimero de elementos no sea una potencia natural entera de 2. Una
restricciéon tal, cuando se requiere, normalmente se impone a través de las
premisas. Es decir, si se requiere que cualquiera de los 2™ espacios posibles esté
ausente el universo, el mismo debe ser positivamente (i.e. referencialmente)
excluido. Ninguno de los ocho espacios posibles es excluido por las premisas del
silogismo de arriba, y asi los ocho todos deben presumirse que existen, o la
forma matematica no puede ser apropiadamente interpretada. Y si existen, se
sigue la conclusion.

Otra manera, quizas mas facil, de ver en qué sentido el silogismo
tradicionalmente invalido de arriba es véalido, es regresar a nuestro método
original de interpretaciéon. Usando constantes oracionales estandares el
[silogismo] se convierte en [becomes]

[

1

[ ]
y en esta forma es, por supuesto, verdadero [true].

Que no haya ningtin mal entendido [let there be no mistake], no estamos
afirmando que el silogismo, considerado aisladamente, dentro del significado
corriente de ‘algunos a son b, algunos b. . .etc.’ no sea otra cosa mas que
invalido. Se trata sb6lo de que, al intentar ponerlo en [el marco de] un
fundamento matematico mas profundo, nos encontramos (o tropezamos) con la
relacion de inconsecuencia, patente en el habla corriente [apparent in the
ordinary speech], entre una forma y su contenido, ocasionada por el hecho
parcialmente accidental de que la existencia de un contenido particular puede
servir para negar una forma general.

Nos queda lograr salirnos, tan elegantemente como podamos, de la
confusion no intencional que se sigue de semejante estado de cosas: o
alternativamente, si hemos conseguido liberarnos, idear [devise] el menos
conflictivo [most peaceful] conjunto de reglas <[fin de la pagina 129] [comienzo
de la pagina 130]> mediante las cuales la posibilidad de semiente confusion
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pueda ser enterrada [laid to rest]. Las reglas que, por tradicién, han sido
enumeradas [enlisted] para servir este proposito son demasiado numerosas
para lo que basicamente es una simple ambigliedad, y las mismas pueden
seguramente ser reducidas.

Una tal reduccion sera, como hemos visto, matematicamente potente si
puede ser llevada a un punto de degeneracién. En este caso la degeneracion
ideal seria [llegar] a un lugar [place] donde las dos clases de negacion [denial],
universal o existencial, de una proposicion universal equivalgan a la misma cosa
[amount to the same thing]. En tal punto podriamos usar libremente el calculo,
sin temor de que nos defraude [leting us down].

Hemos observado que mientras las inferencias o las ecuaciones en la
logica de las clases son interpretadas universalmente, el algebra primaria puede
usarse libremente para determinarlas. En otras palabras, la forma oracional
dentro de la cual colocamos los enunciados universales acerca de las clases o los
conjuntos puede verse que los acomodan exactamente, sin pérdida ni ganancia
[en términos formales]. Son las negaciones de tales enunciados, cuando
deseamos interpretarlos existencialmente, los que ofrecen dificultades, que
surgen evidentemente de una ganancia formal, puesto que encontramos la
necesidad de restringir el calculo en este sentido, antes que [rather than]
relajarlo.

Volvamos, por un momento, a examinar nuestro procedimiento para
resolver el problema de Bowden sobre las reglas del club. En el camino [path]
algebraico para su solucion encontramos una expresion

[sigue]...

[continuacién pagina 130]>
[ Il

marcada F3. Tomada existencialmente, significaria

[either]o algunos g noson b

0 algunas cosas nosonni m ni g
0 algunas cosas no son ni m ni b.

Pero de hecho todo el argumento depende de no tomar F3, o ninguna otra
expresion intermedia, de esta manera. Algebraicamente, por supuesto, eso no
importa, no tenemos opcidn, y llegamos a la respuesta quiérase o no [willy-
nilly]. Es s6lo al volver a recorrer el camino [retracing the path] por el cual
llegamos alli, y detenernos en la via para mirar los escollos [pitfalls], cuando
vemos el prospecto de los peligros de interpretacion, que en efecto son eludidos
[by-passed].<[fin de la pagina 130] [comienzo de la pagina 131]>

La primera regla que, por consiguiente, se insintia por si misma, es nunca
hacer una interpretacion existencial a menos que el argumento lo demande.
Ninguna demanda semejante es evidente en el problema de Bowden, y asi, al
resolverlo, podemos en efecto evitar la existencia, y de este modo evitar los
escollos que trae consigo [brings in its train] La cuestion que se presenta
entonces por si sola es cuan lejos podemos llevar esta evitacion [avoidance], o
considerado al revés déen qué circunstancias, y en qué lugar, en el curso de
resolver un problema, necesitamos alguna vez hacer una interpretacion
existencial?
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La respuesta es en ninguna. Las interpretaciones existenciales, alli donde
son absolutamente necesarias, pueden confinarse a entrar y dejar [entering and
leaving] el problema, y nunca necesitan ocurrir en el curso de resolverlo.

Para ver como ocurre esto, podemos volver al silogismo en Barbara,
tomado en la forma
F1 ,

Puesto que el orden de cada uno de los tres complejos en F1 es irrelevante
para el significado de la totalidad de la expresion, podemos transponerla para
encontrar
F1’ [ ]

= 1,

que puede retranscribirse

todos los a son b

algunos a noson c

algunos b no son c.
Transponiéndola todavia otra vez, encontramos
F1” [ ] <[fin de la pagina 131] [comienzo
pagina 132]>
que dara

algunos a noson c

todos los b son c

algunos a no son b.

Asi vemos que la forma representativa de un silogismo en Barbara
(recordando que en cada caso hemos puesto primero lo que se llama la premisa
menor) es también representativa de los silogismos en Bocardo y Baroco. Los
tres silogismos arriba, siendo efectivamente reductibles a la misma expresiéon
matematica, deben por consiguiente representar, en este nivel, una idéntica
forma de argumento.

Esto es tan interesante como fascinante. Es interesante porque, a partir
de ello, podremos obtener una estructura de reglas [rule-structure] mucho méas
simplificada para los argumentos existenciales, y fascinante por la luz que arroja
sobre lo que estamos haciendo cuando argiiimos a partir de la existencia.
Podemos senalar de paso, como Prior nos recuerda [21], que algunos vislumbres
del camino hacia esta identidad aparecen en la obra de Aristételes, quien se
refiere a una forma ultimamente descrita [22] de manera mas completa por
Ladd-Franklin, en la que aquello que ella llama un antilogismo condensa tres
silogismos. Aqui elucidamos una etapa ulterior, en la que la naturaleza de tres-
en-uno del silogismo se hace evidente a partir de su sola transcripcién, sin
recurrir a una imagen o antilogismo.

[sigue]...

[continuacion pagina 132]

De la conversién (o conversa) de lo que acabamos de contar de nuevo
[recount], observamos la siguiente proposicion.
Teorema interpretativo 2

Una inferencia existencial es valida sélo hasta donde [in as far as] su
estructura algebraica puede verse como una inferencia universal.

Por ejemplo, cada uno de los argumentos existenciales transcritos a partir
de F1’ y F1” es valido debido a la validez del argumento universal transcrito a
partir de F1.<[fin de la pagina 132] [comienzo pagina 133]>
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Esta sola regla se hace cargo [takes care] de todas las distintas [separate]
reglas de los silogismos, sus partes y sus extensiones. Incluye hasta [even] la
prevision [provision] de que no habra mas que una premisa particular, porque
con mas de una, no es posible ninguna representacién como un argumento
universal.

Hemos encontrado aqui la degeneracion que estabamos buscando, en el
lugar donde lo existencial se condensa con lo universal. Esta degeneracion,
como la asumida [undertaken] anteriormente [earlier] para el calculo
oracional, constituye una liberacion [release] de las ataduras [bond] de los
particular, y a través de la misma vemos la totalidad [whole] de la estructura
silogistica en el prototipo tinico

[ g

En este prototipo podemos, no soélo transponer cada [expresion] compleja, sino
que podemos también cruzar independientemente cada variable literal,
encontrando, mediante una combinacion de esos medios, un conjunto de 24
distinguibles argumentos validos. Formalmente no hay ninguna diferencia entre
los mismos. Si distinguimos cualquiera [de ellos], deberiamos distinguirlos
todos. De hecho no todos los veinticuatro [argumentos] son distinguidos en la
logica, que arriba algo arbitrariamente al nimero de quince.

De este modo, realizando una condensaciéon, no necesitamos ya mas
recordar, para los silogismos o los argumentos relacionados, las fatigosas reglas
de su construccion y su validez. Todas éstas se encuentran ahora subsumidas en
la simple forma bésica e interpretacion a la que las hemos reducido aqui, y
pueden reconstruirse a partir de la misma.

Podemos volver, por un momento, a reconsiderar el sorites, que es la
forma general bajo la cual el silogismo es el miembro primario, A la luz de la
degeneracion asumida arriba, vemos que el método que hemos desarrollado
para revelar una conclusion mediante cancelacién se aplica igualmente ya sea
que se trate de un argumento universal o existencial. Para un sorites universal
tenemos

[ 1,

[ 1.

Para convertirlo en uno existencial simplemente negamos la <[fin de la pagina
133] [comienzo pagina 134]> conclusion y la transponemos con una de las
premisas que, en si misma negada, se convierte [becomes] en la nueva
conclusion. Asi a partir de

[ 1,

[ 1,
encontramos, por ejemplo, el conjunto de premisas

]

a partir del cual, al igual que antes, la conclusiéon puede ser revelada mediante
cancelacion,

[ ]

Lo tinico que necesitamos recordar es que la misma ahora sera existencial, y por
ende deberia en este caso escribirse

[ 1.

[sigue]...
[continuacién pagina 134]>

Dejamos la exposicion aqui, donde el lector interesado podra continuarla
a su gusto. El problema resuelto hasta ahora, y las preguntas contestadas, son
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simples, aunque el calculo, en la practica, se aplica [23] con éxito a la solucion
de problemas de gran complejidad. Mucho de eso, en el nivel primitivo,
comunmente se pasa por alto, y lo que normalmente se ve es relatado
[recounted] de una manera tan fragmentaria que apenas resulta coherente. El
mismo acto de detenerse [dwelling] por un momento incluso en una forma
simple puede evidentemente drenar [tax] las propias fuerzas de uno [the whole
of one’s powers], de modo que dejar las formas simples antes de que uno se
encuentre debidamente familiarizado con las mismas puede resultar en muchas
ingratas [unrewarding], o en gran medida ingratas excursiones matematicas.

Preocuparse, como lo hemos estado, con lo que puede encontrarse, si lo
buscamos, al nivel de la simplicidad extrema, esta en el camino de <[fin de la
pagina 134] [comienzo pagina 135] > encontrarse [being] mas alla de lo
elemental, pero mas alla en el lado de la simplicidad, no de la complejidad. De
por si esto no hace que lo que esta aqui escrito sea mas facil de seguir, pero si el
lector estd listo para construir con indulgencia [with charity] sobre las
insuficiencias [del texto] podria encontrar en ello algo suficientemente
gratificador [reward] como para hacerle justicia a sus esfuerzos [labours] y a
los mios. <[fin de la pagina 135] [conclusion del Apéndice 2]
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